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Las cuarenta y dos fichas de texto de este libro constituyen una
sintesis, con profusion de ilustraciones, del Analisis real de una
variable, cubriendo el contenido clasico de esta disciplina en el
ciclo medio e inicio del superior. En la serie A se trata del con-
junto de los numeros reales y se define C a partir de R x R, sefa-
landose propiedades que incidirdn en temas posteriores. La serie
B, elemental solo en parte de B/1, versa sobre sucesiones y series
en R. La serie C introduce las funciones reales de variable real,
siendo /3, sobre sucesiones y series funcionales, correspondien-
te al nivel superior. En la serie D se define la continuidad y se
comentan los teoremas mas significativos. Las cuestiones sobre
continuidad uniforme, sucesiones y series de funciones exceden
aqui el nivel elemental. La serie E aborda la derivabilidad y varios
temas asociados; optimizacion, graficas, indeterminaciones,
aproximacion de raices, etc. Finalmente, la serie F trata de la inte-
gracion y de sus aplicaciones a la medida. Las integrales trigono-
meétricas, irracionales e impropias de F/8, F/10 y F/13 se incluyen
en el nivel superior, y también los temas de sucesiones y series
funcionales que se ven en F/15.

Aungque el resumen teorico esta salpicado de numerosos proble-
mas y ejemplos, alli donde no han tenido cabida, oportunidad o
abundancia suficiente se ha recurrido a la amplia coleccién de
ejercicios resueltos del final del volumen, cuya numeracion (por
ejemplo E/7-3) permite buscarlos a partir de la ficha tedrica (en
este caso la E-7) o, al revés, retroceder a ella desde el ejercicio, si
es que conviene consultarla.

Esperamos que la obra sea de gran utilidad para sus lectores.

EL AUTOR



De los nimeros reales

a los complejos

Si el proceso de contar nos conduce a N, los
ndmeros naturales, las necesidades de la medida
—de dinero, longitudes, pesos, etc.— conllevan el
uso de fracciones, con lo que se llega hasta los
nlmeros racionales, Q. En los primeros tiempos
de las matematicas se crefa que dada una uni-
dad, pongamos de longitud, cualquier otra longi-
tud era expresion racional de la unidad anterior.
En otras palabras, dos longitudes cualesquiera
eran conmensurables, es decir, ambas un nime-
ro natural de veces cierta unidad adecuada. El
descubrimiento pitagérico de la inconmensurabi-
lidad de la diagonal con el lado del cuadrado
(véase fig. 1), dio al traste con tal creencia, pero
una construccién y comprension completa de los
nuevos ndmeros, los irracionales, puestos al des-
cubierto, hubo de esperar hasta el siglo XIX, con
Weierstrass, Cantor y Dedekind.

NUMEROS REALES

El cuerpo de los nimeros reales, que se denota
por R, es un conjunto que contiene a Q, en el
que se tienen una relacién entre sus elementos
(orden), denotada x < y (o y 2 x indistintamen-
te), que leeremos x es menor o igual que y (res-
pectivamente, y es mayor o igual que x), y dos
operaciones internas, es decir, sendas aplica-
ciones R x R — R, denotadas
X y)>x+y X y)>x-y

a las que se da el nombre de sumay producto de
ndmeros reales, respectivamente, cumpliéndose
los axiomas que a continuacién se enumeran.
Para mayor sencillez, estan distribuidos en cinco
grupos, 1 a V, e incluso de manera sobreabun-
dante, es decir, puede caracterizarse R mediante
una coleccién més reducida de axiomas, de los
cuales se deducirdn los que nosotros hemos afia-
dido de mds, por razones de claridad.

(. R, con la suma y el producto es un cuerpo
conmutativo. Es decir, se cumple:
Ll.x+(y+2=(x+y)+z Yx y zeR
2. x+y=y+x Yx yeR.

1.3. Existe un elemento de R, que designaremos
0 (cero), tal que 0 + x=x V x € R.

1.4. Para cada elemento x de R existe un ele-
mento de R, denotado —x, tal que (-x) + x = 0.
I5.x-(y-2=kx-y-z Vx,yzeR
l.L.x-y=y-z Vx, y,zeR

1.7. Existe un elemento de R, que designaremos
1 (uno), distinto de 0, tal que 1-x=x V x € R.
1.8. Para cada elemento x e R distinto de 0,
existe un elemento de R, denotado x-! (o tam-
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bién:?)tal que x- x7'=1.

L9x-x+yY=x-y+x-z Vx yzeR
(I). R estd totalmente ordenado como cuerpo.
Desglosadamente:

11.1. Cualesquiera que sean x, y de R, se cum-
ple x< y o bien y< x.

IL.2. x = y equivale a que simultineamente se
cumplan x < y e y < x. Escribiremos x < y e y
< x. Escribiremos x < y cuando x + y con x< y.
I1.3. x < y e y < zimplican x < z, cualesquiera
quesean x, y, z € R.

11.4. Si x, y, z € R, de x < y se deduce x + z<
y+z

11.5. Si x, y € R cumplen x 20, y > 0, se tiene
X W=i0;

(I11) El orden es arquimediano. Es decir, si x, y
e R cumplen 0 < x, 0 < y, existe n e N tal que
y<nex.

Los axiomas de (I), (1) y (I1I) son también vali-
dos para Q, que también es cuerpo conmutati-
vo totalmente ordenado y arquimediano, por lo
que el lector ya estd familiarizado con sus con-
secuencias sencillas y con el lenguaje usado.

(IV). Q es denso en R. En otras palabras, V x, y
€ Rtales que x < y existe un g; € Q entre ellos,
0 sea x < g; < y. Obsérvese que, por la misma
razon, existirdn g, g3 etc., con X< ... < g3< @y
< @ < y. En definitiva, entre cada dos reales
distintos hay infinitos racionales.

Para formular el axioma (V) precisamos ciertas
definiciones previas. Sean a y b niimeros reales
cualesquiera con a < b. Se denomina intervalo
abierto de origen y extremo b al conjunto de x e
R tales que a < x < b, denoténdose tal conjunto por
(a, b). Se llama intervalo cerrado de origen a y
extremo b al conjunto de t € R tales que a<t< b
y se le denota [a, b]. Es habitual llamar intervalo de
centroayradioha(a- h,a+ h).Si c eR, sellama
entorno de ca cualquier intervalo (a,b) tal quece
(a, b), en particular los centrados en c.

Aunque no se trate de intervalos, es frecuente
denotar (a, +0) al conjunto de x e R tales que
a < x (y andlogamente para (oo, a), [a, +) ¥
(~o, al).

Utilizaremos también las notaciones

R+ = (0, + o), R~ = (- =, 0),

conjuntos cuyos elementos son llamados, res-
pectivamente, positivos y negativos.

El conjunto R suele representarse graficamente
por una recta, situando x a la izquierda de y
cuando x < y.
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Fig. 1 — La conmensurabilidad significaria la existencia de una lon-
gitud a tal que

V2=ma 1=na(m neN)

con lo que, dividiendo, \/2 = m/n seria racional, lo que es absur-
do, pues si la fraccion es irreducible elevando al cuadrado my n
resultan pares.
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Fig. 2 — Aparte del famoso teorema, la escuela reunida en
torno a Pitdgoras (s. VI a.C.) hizo su mds importante aporta-
cién al descubrir la existencia de los nimeros irracionales.

;& )

1.000.000

B /111166 NI

152.113

7~ /L LT

—l——- = =+ =t @+

20

+ 7

100 1.000 10.000

A ]

100.000 1.000.000

vy +35/L+w

17.594

Fig. 3 — Simbolos de numeracién (jeroglifica) egipcia (arriba) y china (abajo).
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De los nbmeros reales
d los complejos

Si A es un subconjunto de R, diremos que b es
una cota superior de A (0 una mayorante de A)
cuando sea x < b para todo x de A. También se
dice que A esta acotado superiormente por b, o
mayorado por b. Analogamente se definen las
cotas inferiores o minorantes. Un conjunto se
dice que esta acotado inferiormente si existe
alguna cota inferior. De estarlo en ambos senti-
dos se dice, sencillamente, que esta acotado.
Por ejemplo, R* estd acotado inferiormente,
pero no superiormente, R~ esta en situacion
inversa, Q no esta acotado en ningun sentido,
y cualquier intervalo (a, b) lo esta en ambos.

Si A C Ry existe un elemento a € A tal que sea
cota superior de A (es decir, un elemento de A
mayor que todos los restantes de A), diremos que
a es el maximo de A. Se llamaria minimo de A a
una cota inferior de A que perteneciera a A.

Por supuesto que si un conjunto tiene maximo
o minimo esta mayorado o minorado, respecti-
vamente, pero, en cambio, el mero hecho de
estar acotado superiormente o inferiormente no
implica que posea maximo o minimo, como,
por ejemplo, sucede con cualquier intervalo
abierto.

Ahora si estamos en condiciones de formular el
axioma de R que nos faltaba:

(V). Si un subconjunto A de R, no vacio, esta
acotado superiormente, el conjunto M de las
mayorantes de A posee elemento minimo.

La menor de las cotas superiores de A, si exis-
te, se llama extremo superior de A (o también
supremo de A). El axioma V, o axioma del
extremo, dice que todo subconjunto de R no
vacio y acotado superiormente posee extremo
superior. Consecuencia inmediata es que cual-
quier subconjunto de R minorado y no vacio
posee extremo inferior (también [lamado infi-
mo), es decir, elemento maximo entre sus cotas
inferiores.

El axioma V no se cumple en Q. Por ejemplo,
el conjunto de niimeros racionales cuyo cua-
drado es menor que 2, es no vacio y esta aco-
tado en Q, pero carece de extremos raciona-
les. Al sumergir Q en R si aparecen extremos:
V2Y - V2,

Para cada x € R se define

xst x=20

-xsil x<0

siendo sus principales propiedades

(@) |[x] 20 V x € R. |x| =0 equivale a x = 0.
(b) Ix+y|<|x|+|y] Vx yek

(@ |x-yl=|x- Iy Vx yeR

(d) |[x=yl2[x]-|y] Vx yeR

La reforma del Analisis, comenzada por Bolza-

valor absoluto de x = |x| =

#

#

e

del siglo XIX en torno a Weierstrass, cuya cons-
truccion de los numeros reales parte, como la
de Cantor-Heine y la de Dedekind, de Q. El
método de este ultimo, el que mas conecta con
la antigliedad clasica, consiste en considerar
cortaduras de Q, es decir, particiones de Q en
dos subconjuntos A; A, no vacios y disjuntos,
tales que cualquier elemento de A; minore A,.
Cada una de estas cortaduras hace de numero
real en la construccion de Dedekind. En defini-
tiva, cada a € R queda individualizado por los
racionales menores que él y los mayores o
iguales. Lo dificil estriba en construir estos con-
juntos antes de que exista «.

NUMEROS COMPLEJOS

En virtud de la regla de los signos, el cuadrado de
cualquier real es un niimero positivo, o nulo. Por
ello, no existe en R raiz cuadrada de los negati-
vos. Sin embargo, es posible construir un con-
junto, el de los ndmeros complejos, en cuyo
asentamiento se distinguieron Gauss, Hamilton y
Cauchy, que contiene como subconjunto a R, en
el que tal problema tiene solucion.

Definicion y operaciones

Consideremos el conjunto R x R formado por
los pares ordenados (a, b) de numeros reales (el
contexto evita, pese a las notaciones coinci-
dentes, la confusion con los intervalos). Se defi-
nen una suma y un producto mediante

(a, b) +(c, d=(@aa+¢ b+ d
(2. b) - (c, o) =(ac - bd, ad+ bo)

cumpliéndose, VY a, b, ¢, d, e, f € R,

1.(a, b) + (c, d = (c, d) + (a, b)

2.[(a b)+(c d] +(e f)=(a b) + [(c, d + (e f
3. El elemento (0, 0) cumple

(a, b) + (0, 0) = (a, b)
4. Para cada (a, b) € R x R se tiene
(a, b) + (=a, =b) = (0, 0).

(a, b) - (c, d)=(c, d - (a, b)
(a, b) - l(c, d - (e f)l =1(a, b) - (c, d)] - (e, f)

El elemento (1, 0) cumple

(1, 0) - (a, b) = (a, b)
8. Para cada (a, b) de R x R distinto de (0, 0),
‘ a -b
a2+ b @+ b
9.(a, b)-[(c-d) + (e N =(a b (c d+(a b e /)

R x R, estructurado como cuerpo conmutativo
con las anteriores operaciones, es denotado C,

5.
6.
y

(a, b) (

) = (1, 0)

no y Cauchy, se completé en la segunda mitad / y sus elementos llamados ndmeros complejos.
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Fig. 1 — Matematicos que, en el siglo XiX, movidos por la preocupacion de los fundamentos de la Matematica, se dedicaron al
estudio de la construccién de los conjuntos numericos.
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De los nbmeros reales
d los complejos

Representacion grafica

Los nimeros complejos, que, como conjunto,
despojados de sus operaciones, constituyen R xR,
pueden representarse como los puntos de un
plano coordenado mediante dos ejes perpendicu-
lares, en cuya interseccion se toma el O de ambas
rectas reales (fig. 1), identificaindose (a, b) con el
punto por el que al trazar las paralelas a los ejes,
cortan al primero, o de abscisas, en el punto de
coordenada a, y al segundo, o de ordenadas, en
el punto de coordenada b. Suponemos al lector
familiarizado con este tratamiento del plano.

Conjugacion

Dado un nimero complejo z = (a, b) se llama
parte real de z al nimero real a y parte imagi-
naria de z al nimero real b. Se llama complejo
conjugado de z = (a, b) al nimero z = (a, -b)
que tiene la misma parte real y la parte imagi-
naria cambiada de signo. Los complejos de
parte real nula se llaman imaginarios puros.

La aplicacién R — C que hace corresponder a
cada ndmero real a el complejo (a, 0), de parte
real a y parte imaginaria nula, asocia a diferen-
tes nimeros reales diferentes ndmeros comple-
jos. Ademas, como

(@, 0) + (b, 0) = (a+ b, 0), (a, 0) (b, 0) = (ab, 0),

puede identificarse cada real x con el comple-
jo(x, 0). Osea x=(x,0) Vx eR.

Con ello, se tiene la cadena de inclusiones
NCZCQCRCC.

El nimero compléjo (0,1) se designa por la letra
i, recibiendo el nombre de unidad imaginaria.
Se cumple

2=0,1(0 1N=-1,0=-1,

por lo que en C si es posible hallar raices cua-
dradas de los reales negativos:

sixe R, (X iNFX)2 =X
Cualquiera que sea (a,b) € C se cumple
(a, b) = (a, 0) + (b, 0) (0, 1),

igualdad que con los convenios y notaciones
anteriores, escribiremos

(a, b)=a+ b .

El segundo término de esta igualdad, o expre-
sion binémica del complejo (a, b), es la que
mas se usa. El nimero queda descrito como
suma de un real, a, y de un imaginario puro, bi.
Con esta notacion, las operaciones en C se
hacen comodamente, usando la estructura de
cuerpo y que 2 = — 1.

10

Teorema fundamental del dlgebra. Toda ecua-
cion polinémica de coeficientes complejos
tiene al menos una solucién en C.

Se sigue que

anxn+...+a1x+ao=0 (a,—ec,an#(})

tiene exactamente n soluciones en C, eventual-
mente coincidentes entre si. |

Si los coeficientes a; son reales, las soluciones
pueden ser unas reales y otras complejas, pero
en este segundo caso con cada solucion a + bi
(b # 0), se presenta también la conjugada, a -
bi, admitiendo el polinomio el divisor ((x — a)2+
+ b2), que es primo entre los polinomios de
coeficientes reales. Como consecuencia, si n es
impar habra, por lo menos, una solucion real.

Coordenadas polares del plano.
Aplicacion a C

Cada punto del plano cartesiano puede descri-
birse, ademds de por su abscisa x y su ordenada
y (coordenadas cartesianas), por sus coordena-
das polares, ry ¢, donde ¢ es el angulo medido
desde el semieje positivo de abscisas hasta la
semirrecta por el punto desde el origen, y res la
distancia entre el punto y el origen (fig. 3).

A partir de las coordenadas polares obtenemos
las cartesianas mediante

X=1rCcos g, y=rsen e,
e, inversamente, se tiene

r=vxt+ }_/2 ,tggc:r:%.

Puesto que tg ¢ = tg (¢ + ), la determinacién de
@ a partir de (x, y) debera tener también en cuen-
ta el cuadrante en que esté situado el punto.

La ecuacién de algunas curvas es especialmen-
te sencilla cuando se usan coordenadas pola-

res. Por ejemplo, r = K es la circunferencia de

centro en el origen y radio K.

Cuando cada nimero complejo a + bi se iden-
tifica con el punto (a,b) del plano cartesiano R
X R, también podra describirse por sus coorde-
nadas polares r = \/aZ + B2 (llamada médulo
del nimero complejo) y tg ¢ = (b/a) (¢ es el
argumento del nimero). Se escribe a + bi = r,,.
Las propiedades del médulo |z| de z e C son
(@) |z2120 zeCy|z|=0equivaleaz=0.
b) |z+ Z| < |2l +|Z| z Z € C.

(€ |z 2zl = |2 < |Z| z Z =C.

(d) |z-Z|2|z|-|Z| z Z € C.

(obsérvese que si z € C es ademds real, su
médulo es exactamente su valor absoluto).

Es comodo utilizar

_ i
Fp* Sy = (rs)tp+‘l’f _g-tp‘& B (E )‘P-‘Fr (rqo)n = (rn)ﬂiﬂ'
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Sucesinne_s | Series

SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una sucesion de numeros reales es una aplicacion
. N — R. Es frecuente referirse a una sucesion

dy, d3) «.ey Ay oo

también denotada por {a,}, sobrentendiendo la
aplicacion ftal que fin) = a,,, para cada n € N.
Se denomina primer término de la sucesion a
a;, segundo a a,, etc. El término enésimo, a,, es
llamado también término general.

Los ejemplos mas clasicos los constituyen las
sucesiones a, =an + b, con ay b € R, llama-
das progresiones aritméticas, caracterizables
también por ser constante la diferencia (razon)
entre cada término y el anterior, pues

a,.1—a,=(an+1)+b)-(an+ b) = a,

y las sucesiones de la forma b, = s - ™, en las
que se ve facilmente es una constante (razén)
el cociente entre cada término y el anterior, lla-
madas progresiones geométricas.

Si {as} es una progresion aritmética

n n(a1 += an)

o ¥ Ay = >
y si {b,} es una progresion geométrica de razon
r, entonces

£ b= by + by + o+ by= A0

’

y también

n
I b;=by - b, - ... by=/(b;

=]

b,

Se pueden sumar y multiplicar dos sucesiones
término a término obteniéndose una sucesion,
y dividirlas si todos los términos de la segunda
son distintos de 0.

Una sucesion se dice que es acotada superior-
mente cuando existe un nimero (cota) mayor o
igual que todo término de la sucesion. Anadlo-
gamente se define la acotacion inferior. Cuan-
do se cumplen ambas se habla, sin mas, de
sucesiones acotadas.

Si una sucesiéon cumple a, < a,, ; ¥V n € N se
dice que es creciente, y estrictamente crecien-
te cuando a, < a,, 1 V n € N. Andlogamente
se define el decrecimiento, estricto o no. Las
sucesiones constantes son las que tienen todos
sus términos iguales entre si.

Un namero real a sera llamado [limite de la
sucesion {a,} si para cada & > 0 puede hallarse
un natural v tal que de a, en adelante los tér-
minos de la sucesion difieran de a en menos de

e. Es decir, si n 2 v entonces |a, — a| < &. Pues-
to que & puede tomarse arbitrariamente peque-
no, el limite puede concebirse intuitivamente
como un valor al cual se parecen tanto como
sea imaginable los términos de la sucesion,
seglin ésta avanza. Por ello, serd natural tener;
Proposicion. El limite de una sucesion, si exis-
te, es Unico.

Diremos que una sucesion es divergente si
carece de limite y convergente si lo tiene. Si el
limite es a, escribiremos

lim a, = a o bien a,, — a,
siendo también frecuente decir que a» tiende a a.
® Ejemplo.
7n+3 7‘ 1

_7n+3+7 Ues A m _
el 2P| 9pa1 21 AntoC

desigualdad ciertamente satisfecha a partir del
n adecuado.

lim

Toda sucesion convergente es acotada, aunque
no al contrario. Sin embargo,

Proposicion. Toda sucesion creciente acotada
superiormente (o decreciente acotada inferior-
mente) es convergente.

Se dice que una sucesion {a,,} es fundamental si
para cada & > 0 puede hallarse un natural » tal
que si p, g son mayores que v, entonces
|a, — ag| < &. De forma imprecisa, pero intuiti-
va, las sucesiones fundamentales son aquellas
cuyos términos son cada vez mas parecidos
entre si. Pues bien:

Proposicion (Criterio de Cauchy). Una sucesion
es convergente si, y solo si, es fundamental.
Este criterio, que permite conocer la conver-
gencia sin saber el limite, se cumple por tratar-
se de numeros reales (que por ello constituyen
un cuerpo completo), mas no seria asi si nos
constrinéramos, por ejemplo, a Q.

Decimos que una sucesion diverge a “mas infi-
nito” cuando para cada ndmero positivo M
existe un término de la sucesion tal que todos
los siguientes son mayores que M. En tal caso
escribiremos lim a, = +%. Analogamente escri-
biremos lim a,, = —* para indicar que

VM<0 JveNtalquea,<Msin>v

Cuando {a.} no tenga limite + % ni — % pero lim
la,| = + % diremos que lim a,, = o« (sin signo).
Debe tenerse presente que + %, — % e % no son
nameros reales, por lo que “tener limite infini-
to” es una expresion simbdlica que no corres-
ponde a una sucesion convergente.

ATLAS DE MATEMATICAS
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Fig. — 1 Segun la hipotesis de Malthus, mientras el crecimiento de la poblacion esta siguiendo una progresion geométrica, los ali-
mentos crecen segun una progresion aritmetica.

> . . .’ . & & & - . F 2
Fig. 2 — Las frecuencias de vibracion que caracterizan las notas musicales constituyen una sucesion geométrica de raznnm
(de medio tono en medio tono), duplicandose la frecuencia entre cada nota y la misma de la siguiente escala.
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sucesiones y series

CALCULO DE LIMITES DE SUCESIONES

Si lim a,=ay limb, = b entonces

a, a
b, b’
teniendo esta Gltima igualdad sentido para b # 0;
en caso contrario se distingue

lim b, = 0-

lim(a,+b,)=a+b,lim(a, - b,)=a- b,lim

lim b, =0* o

que indican, respectivamente, que los términos
de la sucesion son positivos o negativos de cier-
to lugar en adelante. Si a # 0 el resultado es
+o0, —¢ 0 %, determindndose el posible signo
seglin que a sea positivo o negativo y el denomi-
nador 0, 0 o 0-, mediante la regla aritmética
de los signos. Si ambas sucesiones tienen limi-
te 0, el Iimite del cociente es indeterminado, lo
cual significa que puede exisitir o no, y su valor
depende de cada problema concreto: diremos
que se presenta la indeterminacion 0/0.

Los casos en que una o ambas sucesiones
divergen a infinito se hallan recogidos en la
tabla contigua en la que aparecen asimismo las
indeterminaciones * — =, % - (), %/%.

Es interesante sefalar que

lim (ag + ajn + a,n* + ... + a,,NM) = £x
siendo el signo escogido el de a,, y que

amn’” + ... T d1N T+ ap
b,oP + ... + bin + by

lim

sim=pesa,b, sim<pes0,ysim>pes
+ = con el signo de a,/b,,

Es frecuente abordar las indeterminaciones /=
dividiendo numerador y denominador por una
misma expresion adecuada (véanse ejemplos
de ello y de lo que sigue, al final del libro).

Una indeterminaciéon 0/0 puede conducirse a
»/% escribiendo

a, (1/b,)
b, (1/a,)’
la indeterminacion 0 - = pasa a /< con
b
dp ° bn £= {.‘IX.’;”‘)
y la del tipo » — = pasa a 0 - * poniendo
| 1 _
dp — br} = (Fﬂ _?”) (@ - bn)

También es usual abordar esta Gltima indeter-
minacion mediante

an? — bn?
aﬂ + [')ﬂ'

dp — bn -

Utilizaremos también

lim (a” b”) = (lim a,)"™ %

siempre y cuando existan tales limites y poten-
cias (el significado de a* cuando x es irracional
puede verse en C2).

Esta regla se completa con los esquemas
siguientes (y con a* = 1/a* ™)

3= +90351 O<ca=<]10f=1<a<cla<—1
at® =40 4 x© e = UF 0 i
b= 4 ® bh>0 b<0 — 00
t+ocb = 4 o0 + 0+ 0+

siendo indeterminaciones 1%, %0y 0V,
Cuando lim a, =1y lim b, = % =, lim (a” b”)
presenta la indeterminacion 1%,

e 1
Escribiendo a,, = (1 == tenemos
n
1 &b lim On
lim (a,,) = lim (1 + — ) th =e Ch
Ch

ya que si limc, = £ entonces

. 1T )"
lim (1 +CT) = g,

Las indeterminaciones 0° e *U se tratan por
métodos funcionales (E/7), Gtiles tambien para
los casos expuestos.

Ademas, se tienen los siguientes criterios:

Stolz. Si {a,} y {b,} tienen ambas limite 0, o
ambas divergen a infinito, o lo hace {b,} cre-
cientemente a partir de algun término, y existe

dpn

M = lim = M.

e — Qe :
[ 2 ] -1 entonces lim ;
In — BOp In

Raiz. Si a”::»O‘v’neNylim%:MER,
2

- 1
entonces lim {/.a” = M.

Media aritmética. Si lim a. = a se tiene

: ay & ds b o ok A
lim — —n “=a(aeR

Media geométrica. Si a, > 0V n € Ny es
lim a,, = a € R, entonces

. I
limva, -a, .. -a =a

Stirling. Cuando n tiende a + % puede reem-
plazarse n! por e=" - n" - \/2n.
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Fig. 1 — D’Alembert (1717-1783) redacto el articulo «Limite»
de la Enciclopedia.

Limite

ENCYCLOPEDIE,

DICTIONNAIRE RAISONNE

DES SCIENCES,
DES ARTS ET DES METIERS,

PAR UNE SOCIETR DE GENS DR LETTREL.

Roysle doy Scimrwns do Puris , s calle de Prulle,

DED
d 30N LA LTE ROra4
MONSEIGNEUR L' ARCH

PIERRE L

Pawce Rovar pe Howou wv px Bowswe, Axcmove o' Avruens,

GRAND.DUC DE TOSCANE
R o

Tome PrREMIER.

®
o
®
i
O

'
3
3

A LIVOURNE
DANS L'IMPRIMERIE DE LA sQCIETE

M. DCC LYIX
AFEC APPRODATION

Fig. 2 - Portada de la Enciclopedia Francesa.

B/c

lim a, = a>0]| a<0 i i 0- 0 +% —o0 +% +%0 —% %
450 400 00 400 450
lim b‘n: =00 —00 —00 —00 —0C 420 =00 —C0 oc : o o0
| 2 g0 %0 oo %
400 400 00 460 400 |
lim(a, + b,) ¥  —== —00 —%0 —00 —08 400 —0 ind. ind. ind. ind.
oc 00 oc 00 00
400 —C 400
Iim(an ] bn} = —c N Iﬂd md ind. 4 400 =00 o0 o0 _?
00 % 0
3 0+ 0- 0+ 0- | ™ 1 (R i
lim — = 0- 0+ 0- 0+ 0 ind. ind.| ind. ind. ind. ind.
b, 0 0 0 0
b e B, e e .-
lim — = . 400 %0 400 %0 ind. ind.| ind.| ind. ind. ind.
dp 00 oo 0 5 |
Indeterminacion 0> Indeterminacion 9% — 05 Indeterminacion =
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sucesiones y series

SERIES DE NUMEROS REALES

A partir de una sucesién {a,} formamos otra

{s,=a; + ... + a,} llamada serie infinita y deno-

tada X a, (o sencillamente, X a,, si el indice n
n=

empieza valiendo 1). El emésimo término de la
serie es a,, y s,5u enésima suma parcial. Si existe
s = lim s, se dice que la serie converge, siendo s
su suma, y es divergente de no existir tal limite.

e Ejemplo.

La serie (1/3) + (1/32) + (1/33) + ... = 2 (1/3")

ol fim 55 lim = {1~ =) = = pat |

cumple lim s, = lim 5- {1 -—7) = = por lo que
converge con suma 1/2.
Este es un caso particular de las series geométri-
cas2 ar"-'=a+ar+ar?+ ...+ ar"que diver-
gen para r 2 1 y convergen con suma (a/(1 - )
sir< 1.

La serie armonica
1 +(173) +(1/2) + ... =Z(1/n)
es divergente. La serie armdnica generalizada
(1/1P) + (1/2P) + (1/3P) + ... = 2(1/nP)
es convergente si p > 1 y diverge si p < 1.

Si2a,=ayZ2b,=Dbentonces = (a, + b,) =
=a+by2ﬂan:a-a_

No afecta a la convergencia la supresion o adi-
cion de un nimero finito de términos.
Condicion de Cauchy. = a, converge si y solo
siVe>0dveNtalquesin>wp peN
implica |a, + a, .1 + ... + a5, ,| < e.
Como consecuencia, si 2 a,, converge, serd lim
a, = 0 (la reciproca es falsa).

Se dice que 2 a,, es absolutamente convergen-
te cuando X |a,| converge. Si 2 a,, converge,
pero no absolutamente, se dice que su conver-
gencia es condicional. La convergencia absolu-
ta conlleva la convergencia, pero no al revés
aunque si para series de términos no negativos.
Una serie obtenida reordenando una absoluta-
mente convergente es también absolutamente
convergente y tiene la misma suma, pero la
reordenada de una condicionalmente conver-
gente puede hacerse diverger o converger a
cualquier nimero deseado.

Para series de términos positivos, se tiene:

1. La convergencia equivale a la acotacion a la
sucesion de sumas parciales.

2. (comparacion). Si a, < b, a partir de alguin
término.

a) Si 2 b, converge, X a, también;

b) Si X a, diverge, = b, también.

nE
r y

3. (cociente comparativo).

a) Silim (ay/b,) = M (# 0y de + =),

ambas series convergen o ambas divergen.

b) SiM=0yZX b, converge, T a, también.

) SiM=+=yZX b, diverge, T a, también.
4. (Pringsheim). Si p € R cumple lim nP - a, =
M, 2. a, converge si p > 1y Mes finito, y = a,
divergesip<1yM # 0.

5. (Knopp o de condensacion). Si {a.} es
decreciente, = a, y = 2Ma, convergen o di-
vergen ambas.

6. (D’Alembert o de la razén). Si limaast _ M,
2 a, converge si M < 1 y diverge si M :f 1

7. (Raabe). Si lim n(1—- a‘;“ )= P2 a,
converge si P> 1 y diverge si ;> 1.

8. (Cauchy o de la raiz). Si lim \ﬂ/.iz M, Z a,
converge si M < 1 y diverge si M > 1.

Criterio de Dirichlet. Si = a, es una serie cual-
quiera cuya sucesion de sumas parciales esta

acotada, y {b,} es decreciente de limite 0,
>a, - b, converge.

Criterio de Abel. Si ¥ a, converge y {b,} es
monotona acotada, X a, b,, converge.

Una serie en que los términos son alternativa-
mente uno positivo, uno negativo, es denomi-
nada serie alternada. Si T a, es alternada, con
{|a,|} decreciente y lim a,, = 0, entonces X a,
converge (y ademas la enésima suma parcial
difiere de la suma total en menos de |a, . 1|).

e Ejemplos.
2 [1/(n? + 3n + 11)] converge por comparacion
con armonica generalizada, pues

[1/(n?2 + 3n + 11)] < (1/n?).

2 [(4n? + 5n—2)A\/(n? + 1)3n2] converge, pues
usando Pringsheim,

lim n2 - [(4n2 + 5n—=2)A\/(nZ + 1)3n%] = 4

Sn5 - e~ converge, pues, con el criterio de la
razon,

lim [(n + 1)5 e =(n+1)3)(p5 e —1%)] =
=lim[(n+1)/n5-eM?=(+1¥3 _1.0=0

iiiiiiiiiiiiiiiii

2[n/(4n - 1) converge, pues el criterio de

la raiz hallamos que lim \/a, = 1/2.
La serie alternada siguiente converge:

(1/3) =(13) + o + TPV + 29) ..
pues {1/(1 + 2"} es decreciente de limite O.
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Fig. 1 - Si la tortuga empieza la carrera con cierta ventaja sobre Aquiles, cuando éste alcance su posicion inicial Py la tortuga se
habra desplazado a la posicién Py, por cercana que sea. Cuando Aquiles llegue a Py, la tortuga ya estara en Py y asi sucesiva-
mente, por lo que parece que Aquiles jamas dara alcance a la tortuga. Sin embargo, si suponemos que Aquiles corre diez veces
méds deprisa que la tortuga y que tarda un segundo en llegar a Py necesitaria una décima para llegar a Py, una centeésima para lle-
gar a P,..., pero

1 1

1 1 2 1]
+ + +..=1+ = —
10 100 100 9

nz=1

por lo que en 1 seg y 1/9 de seg la alacanzard. En un seg y dos décimas la habra rebasado. La intuicion fracasa al parecer que
una suma de infinitos términos positivos ha de dar necesariamente infinito.

Fig. 2 - El drea de la region coloreada, suma de las infinitas dreas triangulares, es:

1
1_1)_1 1

nzl nzl
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2

SUCESIONES Y SERIES
17



Funciones redles
I]E varlahle real

: S B o g e S

Una funcion real de variable real es una apli-
cacion f:A = R donde A C R es [lamado domi-
nio de la funcion y fA) su recorrido. Suele
escribirse y = f{x), diciéndose que x es la varia-
ble independiente e y la variable dependiente.
Es decir, se pondra y = 3x + 2 para referirse a |la
funcion f definida por fix) = 3x + 2. Cuando se
hace asi, se supone que el dominio se extiende
a todos los x para los que son posibles las ope-
raciones indicadas. Por ejemplo, el dominio de
fix) = 3x + 2 es R; sin embargo, la funcion y =
(1/4/x ) tiene dominio (0, + =), pues sélo tienen
raiz cuadrada real los nimeros no negativos, y
0 no puede aparecer como divisor.

A partir de dos funciones fy g y un nimero
real k, se deﬁnen las funciones

(f+ g (x) = fix) + gx), (kf) (x) = k-f(x),
(f- g (x) = %) - gx), -f— (x) = @
g gx)

(gof) (x) =g (f(x)

[lamadas, respectivamente, suma de fy g, pro-
ducto de f por el nimero k, producto de fy g,
y funcion compuesta de f con g. Sus dominios
se tomaran lo mas amplios que sea posible en
cada caso.

Merece especial atencion la funcion compues-
ta go f. Si fasocia a x un nimero y, y = fix), y
g asocia a y un nimero z, z = g(y), la funcion
g o f hace correponder a x el nimero z

(goh(x) = =gy) =z
Sifix)=x2-1ygx =2x+3,
BoN()=gx2-1)=2(x2=-1)+3 =2x2 + 1.

Obsérvese que (fo g) (x) =
=f2x+3)=02x+3)2-1=4x2 + 12x + 8,
por lo que sucede fo g # g o f, salvo en casos

muy particulares.
Las funciones mas sencillas son las polindmicas
p(x) = ag+ ay;x + ... + a,x", donde a, ..., a,, son

P~ w-’ﬁw%"h.ﬁ:x"wx&"w.H'}F:’&“'“ .ﬂﬁmﬂ“mﬁ’"%‘-wﬁhwuJ'AXM_JJ#IKM#_‘MM “fﬂwﬁh__“h’/"‘-h#

nimeros reales), cuyo dominio es R, y las fun- /

ciones racionales, que se expresan
dy+ a1 X oot dpX”
b{}‘[‘ b-| X ann

cuyo dominio excluye los nimeros reales que
hacen nulo el denominador.

h(x) =

!

La funcion I(x) = x que asocia cada ndmero a si

mismo, recibe el nombre de funcion identidad.
Sifog=gof=1I sedice que ges la funcién
inversa de f (y al revés), escribiéndose g = .
En definitiva, si fla)
existencia de tal 1 esta claro que no pueden
existir elementos a;, a, con a; # a,, tales que
fla;) = b = fla,), pues entonces no podria hacer-
se simultaneamente ~1(b) = a; y f1(b) = a,.

= b, es f1(b) = a. Para la ":r],

5

{

i

No debe confundirse la funcién inversa ! con |a
funcion (1/f), a menudo llamada reciproca de f
Por ejemplo, si

ixy=7x+3,es 1 (x)=(x-23)7
pues (f 1o ) (x) = f-1(7x + 3) = (7X+73)_3 =X
(F o 1) (x) =A "“"3)= g

7/

en cambio (1/H)(x) = 1/(7x + 3)

Cuando se tiene una ecuacion en dos variables
x e y, se dice que define implicitamente a y
como funcion de x, cuando se puede despejar
y correspondiendo a cada valor de x un solo
valor de y que cumpla la igualdad; por ejem-
plo, x2 — 3xy + 7 = 0 define implicitamente la
funcion y = (x? + 7)/3x obtenida despejando y
de la ecuacion anterior.

Tomando ejes cartesianos sobre el plano, el
conjunto de puntos (x, f(x)) se llama grafica de
la funcién f. La visualizaciéon de la gréfica
poporciona una informaciéon rapida sobre el
comportamiento de f, por lo que es importante
su construccion y estudio. Para n valores de la
variable xi, ..., X, obtenemos n puntos de la
graflca (xq, fxq)), x, f(x,)), que nos orienta-
ran sobre la p05|{:|0n de la flgura (fig. 1), pero
esta claro que por grande que sea n, el paso de
cada punto al siguiente puede imaginarse de
varias maneras (fig. 2).

Decimos que una funcion esta acotada supe-
riormente en un conjunto A C R si existe K € R
tal que filx) < K para todo x de A que sea del
domino de f. Analogamente se define la acota-
cion inferior. Se dice sencillamente funcion
acotada para expresar que lo esta en ambos sen-
tidos. Usualmente A serd un intervalo (fig. 3).
Se dice que fes creciente en [a, b] cuando para
todos los x, y que sean del intervalo y del domi-
nio, con x < y, se tiene f(x) < f(y). Si ademas se
tiene fix) < fy), se dice que f es estrictamente
creciente. Analogamente se define el decreci-
miento. Formulisticamente, f crece en [a, D]
cuando

fix) — fy) <0
X= ¥
para todos los x, y de [a, b] del dominio (se

pondria < 0 para el decrecimiento)
e Ejemplo f(x) = (x — 1)2 decrece en (—, 1) y

crece en (1, + %), pues

— 132 = (v~ 1)2 - =

= VE =ty =1 x=plxs+y 2)=Hy#2
X—y (x -y

que es positivo en (1, + =) y negativo en (-, 1)

ATLAS DE MATEMATICAS
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Fig. 1 — Puntos para el trazado de una gréfica.
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Fig. 2 — Diferentes graficas por los puntos anteriores.
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Fig. 3 - La funcidn estaria acotada en el intervalo [2, 3], sélo inferiormente en el intervalo [1, 2] y en ninggin sentido en el inter-

valo [3, 4]
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Fig. 4 - La funcién crece en [1, 2] y decrece en [2, 3]. En [3, 4] no puede llamdrsela creciente, ni tampoco decreciente.
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Funciones redles
de variable real

e - =~ e o T ST o e e uE o e e A W

FUNCIONES CIRCULARES

Si x es un numero real positivo, construyamos
el punto P, de la circunferencia de centro 0 =
(0,0) y radio 1, situado a distancia x del punto
P = (1,0) medida a lo largo de la circunferencia
en sentido contrario al de avance de las agujas
de un reloj (al revés si x < 0). Las razones trigo-
nométricas del angulo definido por las semi-
rrectas OP, OP, seran las funciones circulares
del nimero x. Explicitamente: coseno de
x = cos x = abscisa de P,, seno de x = sen x =
ordenada de P,. Como P, =P, , 5., ¥V N € Z,
decimos que tales funciones son periddicas,
con periodo 2.

A partir de estas funciones definimos

tangente de x = tg x = (sen x)/(cos x)
cotangente de x = cotg x = 1/tg x

cosecante de x = cosec x = 1/sen x

secante de x = sec x = 1/cos x

Las razones de uso mas frecuente son:

sen0=0,cos0=1,tg0=0,
sen (2/m) = 1, cos (m/2) = 0, tg (W/2) = «,
sent=0,cosnt=~-1,tgmn=0,

y las de m/4, n/3, n/6 (véanse problemas del
final).
Las propiedades mas usadas son:

cos2x + sen?x = 1,

sen (— x) = —sen X, COS (— X) = COos X,
sen (X + y) = sen x Cos y + COS X sen Y,
sen (x — y) = sen X COos y — COS X sen ,
COS (X + ¥) = COS X COS y — sen x sen Y,

tgx + tgy tgx — tgy
1 —tgxtgy '’
Puede visualizarse en las graficas contiguas el
comportamiento de estas funciones, en cuanto
a acotacion, crecimiento y dominio.

Como hay infinitos nimeros reales con 1as mis-

mas razones trigonométricas, se consideran las
restricciones

sen: [ -n/2, /2] — [-1,1]
cos: [ 0, ] = [-1,1]
tg: [ /2, w/2] - R

que, definidas entre tales conjuntos, admiten
inversas |lamadas arcoseno, arcocosenoy arco-
tangente, respectivamente:

arcsen: [-1,1] = [ =n/2, /2]
arccos: [1 =1,1] = [0, =]
arctg: R = [ -n/2, n/2]

con arcsen x = y equivaliendo a sen y = x (pero
~1< x £1, - (n/2) £ y £ (n/2), etc. Las funciones
inversas de cotg, sec y cosec son muy raramen-
te empleadas.

tg (x + y) = tg (x—y) =

1 + tgxtgy i

‘
]
:
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FUNCION EXPONENCIAL.
FUNCION LOGARITMICA

Sea a un nimero real positivo diferente de 1.
SineNar=a-a.h-a a%=1, a"=(1/an),

! m n .
simeld, neNahr=y/am

con lo que hemos llegado hasta los exponentes
racionales. Ahora si x € R—Q, serd un decimal
no finito ni periédico x = Ed;d,... d,,..., limite
de la sucesion {E’ d; d, ... d,}. Se define

lim E’ d] dz...dn E’ d‘{...dn

aXx =a = lim a

Las propiedades de la funcion exponencial de
base a, f{x) = aX, son:

.ax>0 x e R.

Il. axay=axy V x y e R.

I (@9y=a~r Y x yeR

IV. (a-b)x= ax-b*¥ V x € R.

V.a*=(1/a¥) V x e R.

VI. a*=1siysélosi h=0

VIL Si ax = a¥, entonces x = y

VIIL. Si 0 < a< 1, fix) es estrictamente decrecien-
te, y si @a > 1, flx) es estrictamente creciente.

IX. Si a> b> 0 entonces a* > b’ Vs € Rty at <
btV t € R-.

X. VY z € Rt existe x tal que a*¥= z

Se llaman funciones hiperbdlicas sh x = seno hiper-
bélico de xy ch x = coseno hiperbdlico de x a

ext+ex ex —eX
sh x =
2 ' 2

(vednse también las graficas en F/15)

La funcién R*—R que a x le asigna el y tal que
ay = x, inversa de la exponencial de base a,
recibe el nombre de funcion logaritmica de
base a. Es decir, y = log,x equivale a* = y.

Asl, aiogax =x € R*, log, (@) =x xeR.

ch ¥ =

Se pone In x 0 Lx 0 Ix en vez de log.x, para desig-
nar a la funcién logaritmica de base e, también
llamada logaritmo neperiano, y para el logaritmo
de base 10, o decimal log x en vez de log;x.
Las principales propiedades son:

l. log,x = log,y implica x = y

Il. V y € R existe x € R* tal que log, x=y
Il. log,a = 1; log,1 = 0.

IV. log.(x-y) = log.x + log.y V x, y € R*.

V. log, —;:— = log,x - log.y V x, y € R*.
VI. log, M = (log,M)/(log.b)

VIL. Si a > 1, log, es estrictamente creciente, y
si 0 < a<1, log, decrece estrictamente.
VII.Si1<a<bobien0O<a<b<1
log,x > log,x (x > 1); log,x < log,x (x < 1)
IX.Si0<a<1l<b paraO<x<1es
log.x > log,x, y si x < 1 log,x < logx.
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Funciones reales
de variable real

————— = e T—— — e e S

SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES

Supongamos que para cada n € N tenemos
una funcién f, de dominio A, es decir, una
sucesion de funciones. Para cada x de A ten-
dremos una sucesion de numeros {f,(x)}. Al
conjunto de x € A para los cuales {f,(x)} con-
verge, se le llama dominio de convergencia
puntual de {f,}. Si x es uno de tales puntos, se
define una funcion f mediante

fix) = limf(x)

diciéndose que {f,} tiende a f, o que fes la fun-
cion limite de {f.}, escribiéndose f, — f o bien
limf, = f. Segtn vimos (B1) ello significa que Ve
> 0 existe veN tal que si n>v es |f,(x) — fix)|
< g, donde v dependera, en principio de € y de
x. Si s6lo depende de €, se dice que {f,} con-
verge uniformemente hacia f. La convergencia
uniforme conlleva la puntual, pero no recipro-
camente.

Condicién de Cauchy. Una sucesion {f,} de fun-
ciones converge uniformemente en un conjunto
Asiysolosi Ve>0existe v e Ntal quesip, g
> v entonces V x € A se tiene |f,;,(x) — fq(x}| < E.
Si {f } es una sucesion de funciones de dominio
A, se llama serie funcional de términos f, a la
sucesion {s,= fi+hH+....+1,}

Las s, reciben el nombre de sumas parciales.

2 o2l

nzl

|a serie se denota

Se dice que una serie funcional % f, es pun-
tualmente convergente si lo es la sucesion {s,}
de sumas parciales, cuyo limite se llama enton-
ces suma de la serie; el dominio don‘le ello
ocurre se llama dominio de convergenc a pun-
tual de la serie. Si la sucesion de suma: parcia-
les es uniformemente convergente, se dira que
>, f, converge uniformemente. Cuando conver-
ge 3 |f, (x)| se dice que %f,(x) converge abso-
lutamente, y donde ello sucede recibe el nom-
bre de dominio de convergencia absoluta.

Criterio de Cauchy. Xf, converge uniforme-
mente si y solo si ¥ € > 0 existe v € N tal que
si n = v, entonces

1) + ..+ (X <e YVpeN VxeA

Criterio de Weierstrass. Si puede hallarse una
sucesion {a,} de reales positivos tal que V x € A
es f(x) < a, para cada n € N, entonces . f,, con-
verge uniformemente y absolutamente en A.

+ Criterio de Dirichlet. Si X £, es una serie funcio-

nal de sumas parciales uniformemente acotadas
() + ... + £, (x)] <MV neNVYxeA,

vy {g,} es una sucesion funcional de limite O tal
que g.(x) 2 g,.1(x) V x € A,V n € N, entonces

> f(x) -g,(x) converge uniformemente en A.
nz1

g _q‘\_*,r"ﬂ‘\_.rr;ﬁx\.,.f{%\x_ﬁﬁbf " -

‘W—.—r‘f.’ %'Hi-p-""

e e - —
l"'-x-ac-"?a' K}E&--c-'p"'.f %‘Wﬁ%.—&?'f -

Y . i -
__g/c‘ﬁm‘ujr' ‘?ﬁ_”ﬁﬁ%h# r

.-\
™

gt
i -

-"m_‘ .,x’mk'\ ﬂfﬂﬁ‘&,u.&ﬂ%a &

i

Criterio de Abel. Si X f, converge uniforme-
mente en Ay {g,} es una sucesion de funciones
crecientes (o todas decrecientes), uniforme-
mente acotadas en A, o sea, 3 M > 0 tal que
|g,(x)[< M, ¥V neN,V x e A, entonces X f,(x)
g.(x) convergente uniformemente en A.

Merecen especial mencion las series trigono-
métricas y las de potencias. Las trigonométricas
(o de Fourier) tienen por término general

f (x) = a,cos(mnx/p) + b,sen(mnx/p),

donde a, y b, son nimeros reales. Obsérvese
que, si esta serie converge, la suma es una fun-
cion de periodo 2p, es decir, tal que f(x) =
= fix + 2p). En F15 damos la condicion para
que una funcién de periodo 2p sea suma de
una serie trigonométrica. En sentido inverso, se
tiene:

Proposicion. Si 2 a, y 2 b, son series numeri-
cas absolutamente convergentes

(ay/2) + 2[a,cos (mnx/p) + b,sen(mnx/p)]

converge absoluta vy
todo R.

Una serie de potencias es una serie funcional
de forma 2 a,(x — a)” donde n € Ny a es un
real fijo. Existe un intervalo (a—r, a + r) en el
que converge absolutamente, siendo divergen-
te si |x — a| > r. En los extremos del intervalo, la
convergencia o no depende de-cada caso par-
ticular. El ndmero r se llama radio de conver-
gencia (eventualmente 0 o +%), se halla
mediante

r=11lim\/ a,, r=lim|a/a,.1|-
Proposicion. Una serie de potencias converge
uniformemente en todo intervalo cerrado con-
tenido en el dominio de convergencia.
Una funcion f es desarrollable en serie de
potencias de (x — a) si es fix) = 2 a,(x —a)" para
todo x de campo de convergencia de cierta
serie de potencias (véase también F/15). Por
ejemplo, para —» < x < +©

uniformemente en

= e (=1)n- + ...
SEMX= =t e e F U e e
y para =1 < x <1
X2 X3 XN
= X— 1)l — + ...
In |1+ x| = x 5+ 3+...+(1) -

 Ejemplo (vedse también F/15)

S [(sennx)/n°] converge uniformemente en R,
pues [(sennx)/n>] < [1/n°] y X[1/n°] converge
(Criterio de Weierstrass)

La serie de potencias 2n-2:3-nx" tiene radio de
convergencia 3, pues

lim|(x + 1)2 3-n=1 xn+1: p-23-nxn| = |x|/3 (ade-
mas converge también si x + 3).
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Funciones exponenciales
y logaritmicas

Fig. 1 - Funciones exponenciales.

C/3

Fig. 2 - Joan Neper (1550-1617),

introductor del calculo logaritmico.
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Fig. 3 — En la regla de cdlculo de Oughtreed,
las multiplicaciones y divisiones se hacen
anadiendo o sustrayendo segmentos de dos
escalas deslizantes en las que las distancias
son proporcionales a los logaritmos.

y = lgg 75X

Fig. 4 — Funciones logaritmicas.
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Funciones redles
de variable real

LIMITE FUNCIONAL

Para no referirnos permanentemente al dominio,
en adelante, cuando pongamos «f(x) cumple...»
debera entonderse «f(x), si existe, cumple...»

Se dice que la funcion ftiene limite s € R cuan-
do x tiene a a, escribiéndose

[im fix) = s
X—d

si V & > 0 existe 0 > 0 tal que si x € Dom fy
|x —a| < 0, entonces |fix) — s|. Es decir, intuiti-
vamente, que para x suficientemente cercano a
a el valor de f(x) es tan semejante a s como se

Proposicion. Si f es una funcion tal que

lim = by a, es una sucesién de puntos del
X —d

dominio (distintos de a) que tiende a a, enton-
ces lim fla,) = b. Al revés, si esta condicién se
cumple para toda sucesion {a,} en las condi-

ciones descritas, entonces lim fix) = b
X —d

Las dos proposiciones anteriores comportan
una analogia completa entre el caculo de limi-
tes de sucesiones y funcionales. Se tiene:
Proposicion. Si existe lim f(x), es unico.

X —d

puede imaginar. Proposicion. Si existen lim fix) = ay lim g(x) = B,
SiVe>036>0 tal que si x € Dom fy W B
x €(a, a+ 9 es |fix) - s| < g, diremos que s es i exssteJu_rE F+g (X)=a+psif0
el limite lateral por la derecha de f cuando x tien- existe lim (x))8™ = o (ay B no ambos nulos).
de a a, escribiéndose lim f{x) = s. Analogamente se x—>a

o e _ Con la inclusion de la simbologia infinito, estas
definiria el limite por la izquierda lim f(x).

X —d
Proposicion. El limite de una funcion en un
punto existe si y solo si existen los limites late-
rales y, ademas, coinciden.
Diremos que ftienda a +% cuando x — a escri-

béndose lim fix) = +2 cuando ¥V M e R existe
X—d

reglas se mantienen respetando el esquema
descrito en la tabla de B/2.
Proposicion. Si en un entorno de a se tiene

fix) < g(x) entonces lim fix) < lim g(x) en caso de
X—d X —d

que tales limites existan.
Proposicion. Si fix) < g(x) < h(x) en un entorno

§ > 0 tal que si |x — a| < & entonces fix) > M de a, y lim fix) = lim h(x), entonces también

» . X —d X—a

Intuitivamente f{(x) se hace tan grande como sea : : oo s

s hpoe i 5 existe lim g(x) y coincide con los anteriores.

imaginable para x suficientemente cerca de a). e

Analogamente se deflnlrlallgaﬁx) = -, Proposicion. Si existe [im f{x), entoces en algin
X —d

5i V¥ M e Rexiste 0> 0 tal que |x—a| < dimpli-

que |f(x)| > M, pondremos lim fix) = .
X —=—>d

Obsérvese que las tres definiciones anteriores
corresponden a convenios de simbolos, no a
limites propiamente dichos. Se utiliza también

el convenio lim fix) = M que significa que
X —>40

entorno de a la funcién esta acotada.

Las afirmaciones anteriores son también ciertas
para cada uno de los limites laterales.

El esquema A de la pagina contigua recoge los
posibles limites de una funcion polinémica.

e Ejemplo (véanse otros en D/1 y D/2).
Consideremos la funcion

Ve>03K>0tal que x>K implica [fx) - M| < &. i) = (6x + 1)/(3x—2) si x> 1
Analogamente se definenxli_%n"x—?c y elx]i_r}nx X) _*. e+3)/2%) si x < 1
(que no es mas que lim ). Son evidentes las Por el caracter de fix) habra que distiguir si la

|X| — +x
modificaciones necesarias para interpretar los
simbolos cuando se tiene + % en vez de M. Por
ejemplo, sia>1>b>0es

variable esta a la izquierda o a la derecha de 1.
Como Dom f= R- {0}, si a # 0 sera

lim fix) = lim [(2 + 3)/2x] = (a2 + 3)2a

) X—a X —>d
im aX=+%, lim a¥ =0 lim fix) = [(6x+ 1)/3x + 2)] = (ba + 1)/(3a + 2)
R Mg e X —a
Li_”:ﬂ log.x = ‘erETx bx =0, seglin que a< 1, a> 1, respectivamente. Ademas
. o : S
lim b=+, lim logyx = +, J:I-TDﬁX) = LTU](X + 3)/2x]= o5
e i lim fix) = lim [(x2 + 3)/2x]= 2;
lim log.x= +%, lim logx = —= il X) = i e Xi= 2,
fae o e ; ' = | 6 1)/3x-2)|=7;
Las siguientes proposiciones relacionan el limi- LIT1+ﬁX) S [(bx + =
= funciop,al Sl el de SHOESONES, por lo que no existe lim f(x). Por otra parte
Proposicion. Si dada una sucesion {a,} cons- x -1
truimos la funcion lim f(x) = lim [(6x+ 1)/(3x—2)]=2
x) = (@ —a,) (x—n)+a, x eln, n+1] RS =i
entonces lim a, = b equivale a lim fix) = b. L‘Tﬁﬂ") = l'ilxl(xz’f 3)2x]= 22

X =+ %
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FUNCIONES CONTINUAS

Sea f una funcién £ A—R. Diremos que f es

continua en a € A si y sélo si existe lim fix) y
X —d

ademas, su valor es fla). Es decir, segin la defi-
nicion de limite, f serd continua en a € Asiy
s6lo si para cada e > 0 existe un 6 > 0 tal que
|x — a| < & implique |f(x) — fla)| < &.

Con menor precision fes continua en a cuando
para x muy cercano a a, fx) es muy semejante
a fla). O, visualmente, la grafica de fix) en las
cercanias de a no debe presentar interrupcio-
nes ni saltos ni oscilaciones.

Se dice que fes continua en un conjunto cuan-

do lo es en cada punto. Los puntos en los que f

no es continua son llamados de discontinui-
dad. f serd discontinua en a bien porque cuan-
do xtienda a a, f(x) no tienda a un nimero real,
bien porque, existiendo tal nimero, no coinci-
da con fla). Se usan los siguientes terminos:

Discontinuidad evitable: cuando 3 lim f(x)
X—d

pero no es fla). En tal caso una funcion
g(x)= fix) si x # a, gla) = lim f(x)

X —d
si seria continua en a.
Discontinuidad inevitable de primera especie
(0 de salto): cuando existen los Iimites laterales
y son finitos pero no coinciden.
Discontinuidad inevitable de segunda especie
(0 esencial): cuando no existe, o es %, alguno
de los limites laterales.
X2 x<3

4/(x-3) x>3
tiene una discontinuidad esencial en x = 3, pues

im fix) =lim x¢=9
X—3" X—3"

lim fix)=lim (4/(x-3)) =+

X—3" x—3*
X2 x< 2

4/x Xz 2 WE: <)
tiene en x = 2 una discontinuidad de salto, pues,

e Ejemplo. f(x) = { (fig. 1)

La funcion g(x) = {

lim gx)=lim x*=4
X—32 X—2"
lim  g(x) = lim (4/x) = 2
X =27 X—2"
. X2 x<2
La funcion h(x) = {Ux x>1 (fig. 3)
2 x=1

tiene en x = 1 una discontinuidad evitable pues
lim h(x)=lim x2=1=Ilim h(x)=lim (1/x)

x—=1" x—1" x—1 X —1

por lo que lim h(x) =1 # 2 h(1).

X —1
sen (1/x) x>0
—X x <0
presenta en x = 0 una discontinuidad esencial,
pues lim s(x) = lim sen (1/x) no existe.

La funcion s(x) = {

i
Y

i’\

' garse,

ml:ﬁaninuitlad

x—0" x =0*

Proposicion. Si fy g son continuas en a, tam-
bién lo seran f+ gy f- g como asimismo (f/g)
en el supuesto de que g(a) no sea 0.
Proposicion. Si g es continua en ay flo es en
gla), fo g es continua en a.

Las dos proposiciones anteriores se derivan del
cdlculo de limites. Su utilidad radica en que a
partir de la continuidad de las funciones mds
elementales, como las polinomicas, trigonome-
tricas, exponenciales y logaritmicas (que lo son
en todo su dominio), puede demostrarse la
continuidad de funciones de aspecto muy com-
plicado sin tener que recurrir a la definicion.

Si una funcién continua en un punto es alli
positiva, también lo es en las cercanias, pues la
continuidad significa que los valores en las
inmediaciones son muy parecidos. Mas exacta-
mente:

Proposicién. Si f es continua en a, y fla) > 0,
3 6> 0 tal que si x € (a— 6, a + 0) entonces
fix) > 0 (andlogamente si fla) es menor que 0).
Teorema de Bolzano. Si f es continua en un
intervalo [a, b] y fla) < 0 < f(b), esiste c e(a, b)
tal que flc) = O (véase ilustracion en D/2). El
resultado es andlogo para fla) > 0 > f(b).

Este teorema, que se obtiene al considerar la
proposicion anterior y el mayor de los puntos
tales que los x €[a, b] con f{x) > 0 queden a su
derecha, tiene una clara visualizacion: si la gra-
fica estd por debajo del eje de abscisas en a,
(fla) < 0), y por encima en b, (ib) > 0), en algun
punto ¢ deberd cortar al eje (fic) = 0), siempre
que no se produzcan interrupciones ni saltos
(D/2 fig 2). Este resultado puede utilizarse para
hallar soluciones de ecuaciones de forma apro-
ximada, dividiendo de manera cada vez mas
fina el intervalo del teorema.

e Ejemplo. Busquemos una solucion de x* —
—~4x+ 1=0. Lafuncién fix) = x> —4x+ 1 es con-
tinua en todo R. Como f(1) = =2 < 0y
fi2) =1 > 0, existird ¢ € (1,2) tal que fic) = 0.
Avanzando ahora décima a décima f(1,1)
<0, .., f1,8) <0, f(1,9) > 0. Descendiendo
ahora por centésimas f(1,89) > 0, f(1,88) > 0,
f1,87) > 0, f(1,86) < 0, lo que sitda la solucion
en f(1,86, 1,87). Asi sucesivamente, puede lle-
por ejemplo a £(1,86080) < 0,
f1,860801) > 0 con lo que puede tomarse la
solucion x = 1,860805 y el error cometido no
exceda 5 millonésimas (y se puede seguir apro-
ximando tanto como se desee).
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26

n =

"W oW oW oW N oW W

» P PP M T Pn Mo M M

Fig. 1 — Discontinuidad esencial.
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Fig. 3 - Discontinuidad evitable.

X2 six<3

$i x> 3

x—3

Disconfinvidades
D/1
X2 six<2
glx) =
isi'x:-»z
X

;.\

Fig. 2 — Discontinuidad de salto.

X2 six<] i 1 .

_1 X+ sen o si x>0
TSiJ{}] S(X):<
2 5| x= 1 s V=X siix <0

.
%«%}
e
e
Fig. 4 — S es continua en el origen.
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Confinvidad

Proposicion. Si fes continua en [a, b], entonces

f esta acotada en [a, b]. o

Es decir, existen niimeros reales ky m tales que
k<fix)<mV x € [a, b].

. 1
x—1 (x—1_1—x3

m
X—

Ademads las cotas pueden encontrarse como
valores tomados por la propia funcion:
Teorema de Weiertrass. Si fes continua en [a, b],
entonces f alcanza maximo y minimo en [a, b]
es decir, existen o, B e [a, b] tales que flo) < f(x)
<fp),V x la, bl.

Este teorema se completa con:

(x=1)(1 = x3)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

2=N/x-3

15_.

Si fes continua en [a, b], donde alcanza un maxi-
mo M = () y un minimo m = fle), para todo k
(m, M) existe un ¢ € (a, b) tal que o) = k.

X2 — 49

fith 2-yx-3 24\ X=3 _

Es decir, f toma todos los valores intermedios
entre su minimo y su maximo.

Se dice que f es uniformemente continua en el
conjunto A cuando para todo € > 0 existe §> 0

-7 X —49 2+‘\/T__3-

4 — (x - 3)

= lim
tal que si a, b € A cumple |a - b| < §, entonces 7 (x+ 7)x=7N2 +V/ x=3) 40
|ﬂ3)—ﬂb)| < E. - 1/x = 9 -
Teorema de Heine. Si f es continua en [a, b], f L'_;,r% @ & XU = 2% que no existe pues

es uniformemente continua en dicho intervalo.

Convergencia uniforme y continuidad

Si {f,} es una sucesion funcional que converge
en A uniformemente a f, y cada fes continua en
un punto x, € A, también fes continua en x,,.
Si la serie 2f, converge uniformemente en A
hacia la funcién f, y cada f, es contina en x; e
A, también f es continua en x,. En particular,
toda funcion desarrollable en serie de poten-

: : : Por ejemplo,
cias es continua en todo punto del intervalo de

convergencia.
= |lim
Calculo de limites funcionales =k
Si en el calculo de limites cuando x—a las fun-
ciones que intervienen son continuas en a, bas- = lim N (1
X

tara sustituir x por a en la expresién cuyo limi-
te se busca y, eventualmente, resolver una
posible indeterminacion.

i N i N N N e W N I W o N N g N T W N N NI W P o N o

-+

2+% = tooy 2-* = (. Sin embargo

lim (2 + x)1/% = 2+% = 4oo
Xx—0

-------------------------------

1

Si lim fix) = 0*, lim (1+Ax)¥ = e,

X—d

X—a
. — o | b Ve
y Si L@bg(x) = o, I:!Tb(H o ) = e
1 VXxi=1
(T+ ) =
X= 1
1 )\/x—1 VX + 1 B
X=-1

—elim \/ﬂ"f = e ‘\/_2'

Algunos limites se calculan cambiando !a

U

 Ejemplos. { i
Al sustifuir x por=2 en o 14X¢ + 20x~ 8 *} g
P 2+ 83+ 7x-dx—4 . V/X-8 . \/X-8\/x+8
obtenemos la indeterminacién 0/0. Sin embargo { . ~ x64 /X —4 \/X +8
3x24+ 14x2+ 20x - 8 = (x + 2)2 (3x + 2), 64 : X — 64
2+ 80+ 70— dx-4=(x+22 22 -1), ) lim - =—lim_
. 3x2 + 14x + 20x — 8 { T VX-4HVx+ sl
.a!'ﬂ]—z 254+ 83+ 72 —4x— 4 % (haciendo x = y3, x—64 equivale a y—4)
. 3x+ 2 4 1 .. y3— 64
= T:n‘ = — — 3
L[E;I_.Q I2x2 — 1 7 } 163!’!24 y—4

i
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1 )=I| (1‘—}(3)—(}(“-1)
T (x=1)1 -=x3)

(X=11 = x=x2) - (x=1) _

es indeterminado 0/0, pero
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Fig. 1 — Frecuentemente el volumen de un aparato de radio
no responde con continuidad al mando regulador: una
pequena variacion en su posicion a veces acrecienta enor-
memente el sonido sin pasar por los volimenes interme-
dios.
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Propiedades de las
funciones conftinuas D/e

Fig. 2 — Teorema de Bolzano. Si la grafica esta en a por
debajo de la horizontal, en b por encima y es continua en
[a, b] (no se rompe), parece claro que debera «cortarla».
‘La dificultad esta en la «densidad» de la horizontal.
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Fig. 3 — En el intervalo [a, b] la funcién alcanza en o su valor mdximo y en B su valor minimo. En el intervalo [b, c] el valor

minimo lo toma en y y el maximo en c.

CONTINUIDAD

29



Funciones derivables

Se dice que la funcién f es derivable en el
punto a, cuando existe el limite

fix) - fla)

X—a

lim

X—a
cuyo valor, en tal caso, se denota f(a) y se deno-
mina derivada de f en el punto a. Son expresio-
nes absolutamente equivalentes a la anterior

f'(a) = lim %@.
h—0
fla + Ax) — fla)

bien f'(a) = li
o bien f’(a) Alxm—)() e

sin mas que hacer x—a = h = Ax.

fla+ h) - fla)

Si observamos que A es la pen-

diente de la recta secante que corta a la grafica
de fen los puntos (a fla)) y (a fla + h)), y recor-
damos que la tangente a la gréfica en el punto
de abscisa a no es sino la posicién limite de
tales secantes (véase fig. 1), tendremos:

La derivada de f en el punto de abscisa a, es la
pendiente de la recta tangente a la curvay =
f(x) en el punto (a, f(a)).

e Ejemplo. La derivada de la funcién f(x) = x2
en el punto 2 es el nlimero 4 pues

lim fix - 82) ket & =4
X=32 X = x-2 =
por lo que la recta tangente a la pardbola y = x?
(fig. 2) en el punto (2, 4) es
y-4=4(x-2)oseadx—-y—-4=0.

= lim
x—2

La inexistencia de tangente conlleva la inexisten-
cia de la derivada. Ambos conceptos son identifi-
cables salvo en las tangentes verticales, de pen-
diente no finita, en cuyo caso, aunque escribamos
lim —ﬂ)z: Z(a) =
X=—a
el limite (es decir, f'(a)), no existe propiamente.
Se dice que fes derivable por la izquierda en el
punto a cuando existe el limite lateral
lim A0 — fa)
xoa X—a
cuyo valor se denota f’(a) y se denomina deri-
vada lateral de fpor la izquierda en el punto a.
Seria la pendiente de la tangente por la izquier-
da, posicion limite de las secantes por la
izquierda. Analogamente, si existiera, se defini-
ria la derivada por la derecha f}(a) tomando el
limite para x—a* que corresponderia a la tan-
gente por la derecha (véase fig. 3).

A S S T g R Y . T i T W o N N N P M N N, e N N

Si a tiene un entorno contenido en el dominio
de £, la derivada f’(a) existe si y s6lo si existen
las derivadas laterales, f/(a) y f/(a) y, ademds,
coinciden.

La relacion entre funciones continuas y funcio-
nes derivables es la siguiente:

Proposicién. Si ftiene derivadas laterales (igua-
les 0 no) en el punto a, entonces fes continua
en a.

Corolario. Si f es derivable en a, fes continua
en a.

Las reciprocas, sin embargo, no son ciertas.

e Ejemplos. La funcion (fig. 3 )
X2 six<1

ﬂx)={2—x3 six2>1

es continua en x = 1, pues
lim fix)=lim fix)=1=A~R1);
x—1" x—1F

pero fno es derivable en 1, ya que

L -1 -1
LITF X=1 —ler_r:]_ Xl =il
. i) =1 _ . 2=% .
o e el P
La funcién (fig. 4)
_{xsen (1/x) si x# 0
X = 0 six=0

es continua en el origen, pues el seno esta entre
-1y 1, |xsen(1/x)|<|x|, con lo que hallamos

lim xsen (1/x) = 0 (= g(0)).

x—0
- . 1
En cambio lim LKW -50) _ lim sen—
x—0t  Xx=0 x—0 X

que serfa g',(0) no existe, como tampoco g.(0).

Los dos ejemplos anteriores ponen de manifies-
to que la continuidad no permite asegurar la
existencia de la derivada, ni siquiera de las
laterales.

Para funciones sencillas, la no derivabilidad en
un punto se reconocera en la gréfica porque la
funcién no sera ahf continua, o bien siéndolo,
presenta un angulo.

Pueden encontrarse funciones, aunque no sen-
cillas, continuas en todos los puntos y no deri-
vables en ninguno, como la suma de la serie

S(D2n+1x))/20+1

donde D(y) es la distancia de y al entero mas
préximo (véase lamina E/2).
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Fig. 1 - La tangente como limite de secantes.
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Fig. 2 - Tangente a la parabola y = x2 en el punto (2, 4).
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Funciones derivables
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CALCULO DE DERIVADAS

La funcion que asigna a cada numero real el
-valor que en él tiene la derivada de f (alli donde
ésta exista), recibe el nombre de funcion deri-

vada de f, y se denota f’. _.
e Ejemplo. Sea fix) = x2. La derivada en a es
= 2 _ 2
lim i) =~ #a) = il e = 23,
x—a X—d x—a X—4d

por lo que la funcion derivada de fes (%) = 2x,

o sea (x2) = 2x.

El dominio de f’ no serd, en general, igual al de
f, sino un subconjunto de él (pero en lo sucesivo
no nos detendremos en tales consideraciones).

} 8l fix) =

La funcion derivada de f* es denominada fun- *

cion derivada segunda de f, denotada f”. O sea,
(") = f”. Por recurrencia se define f?, enésima
derivada de la funcion f.

El calculo directo de las derivadas de las fun-

ciones mas sencillas, y la obtencién de unas -

reglas de derivacion, permiten eludir el recurso
a la definicién cuando se buscan derivadas de
funciones elementales.

Reglas de derivacion

[S] Derivada de la suma. Si fy g son derivables
en a, también lo es f+ g, siendo

(f+ g)(a) = f'(a) + g'(a).

[P] Derivada del producto. Si f g son derivables

en a, también lo es f g, siendo
(f- g'(a) = f'(a) gla) + fla)g'(a).

[C] Derivada del cociente. Si fy g son derivables

en a, con gla) # 0, ’{ambién lo es f/g, siendo
f
Ly gy » SAEA =028 1
8 (ga))?

[RC] Regla de la cadena (derivada de la fun-
cion compuesta). Si fes derivable en ay glo es
en fla), go fes derlvable en a, siendo

(gof)(a)=g'(fa)) -
[P] Derivada de la fun(:lon inversa. Se tiene
1
(F=1)(a)=

f'(f-1(a)’

(si existen las expresiones involucradas).

Las generalizaciones de [S], [P] y [RC], obteni-
bles por recurrencia, son:

ISGL. (fy + f, + ... + f)(a) = f"1(a) + f'5(a) +

+ f' (a).

;

/' cuenta que si p(x)

[PGl. (f; - £+ ... - £)(@ =112 K@ ... f(a)+
+ fi(a) - f'5(a) - f(a) - f(a) +
+ fi(a) - H(a) - f'3(a) - f.(a) +
+f-|( ) fg(a) -'fn1(a) f’ ( ).
. [RCGI. (fiofho...of)(a)=1(fo... of)a).
fo(ho...o0 f,,,)(a)) - _(f(a) - ' (a).

Derivadas de las funciones elementales

Funciones constantes. Usando la definicion de
K (K € R) entonces f’'(x) = 0, ademas
(K:-f) = K’ f+K F'=0-f+« K- T"=K-*T1".

Funcion potencial de exponente natural. La
derivada de f{x) = x" es f'(x) = nx™1.

e Ejemplos. Sea fix) = 2x3 + 3x - 7.

Si =203 +3 - (X)) =(7) =
=2:-3x2+3-1-0=6x3+3

(3x - 5);_(3): -5/ (2 +3)-(3x-5) (x2 + 3)’_

X2 +3 (X2 + 3)2 -

3(x2+3)-Bx-5)2x -3x2+10x+9

; (X2 + 3)2 x4+ 6x2+9
iX)=02+1)+03+2)+ (x*+3)

fix) =2x- 03+ 2)+ (x*+3) +
+02+1)3x2-(x*+3)+ 02+ 1)+ 2)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Para derivar g(x) = (x2 + 3)17

- 43,

. basta tener en
=x2 + 3y q(x) = x!7 se tiene
g=qop, ¢gla=17a', p'(a) = 2a con lo que
gx) = gpx)p'x) = gx* + 3) « 2x =
=17(x2 + 3)16- 2x.

Derivada de las funciones circulares. Con la

s X + a X —a
definicion y sen x —sen a = 2 cos 5 Sen———
se obtiene la derivada del seno. Como cos x =

T .
= sen( e x), aplicando [RC]:
(sen x)’ = cos X, (cos x)’ = — sen X
-1
tg x) = =1 + tg2x, (cotg X)’ =
(tg X) COS2x g*x, (cotg X sen2x '
Cosecnis —COSX (sec X = senx
-~ sen2x cos2x

ATLAS DE MATEMATICAS
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Funcion continua

nunca derivable E/e

y=HX

| y = fi(x) + H(x)

y = f1(x) + f(x) + (%)

y =¥ + H(x) + f(x) + f4(x)

Y= If4(.’(’)

A+ f4(x) + f5(x)

y = f—l( X) + fz(}'ﬂ + f3(

Fig. 1 — Aproximaciones sucesivas de la funcién continua en todo punto, pero no derivable en nlngunu,n§1f (x) donde f,(x) =
= [D(27+1 x)]/27+1 siendo D(y) la distancia de y al entero mas cercano. =
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[} SR 7 Significado e
Funciones derivables fisico
I et ol T 15}' !E’

Para las funciones circulares inversas, es

1 2x 1 =
=— (x2 +1)28 .- 2x = _ | L w
3 N2+ 1)2 ¥ -

................................

(@arctg x)' =1/(1 + x2)
(arcsen x)' =1 /1 = X2

(arccos x)' = -1 /\/1 = x¢

Derivada de la funcion logaritmica. Como

Inx — Ina X X-a
X =3 a
la definicion de f’, y [RC], nos dan (In x)" = 1/x,
(long,x)’ =1/ (x- In a). También se tiene
1

(ln IXI)’ = X_ -

Derivacion logaritmica. Si f(x) = (g(x)"* toman-

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

(sen eX)’ = (cos eX) - eX. E!F

=
o
+
=
I
N
b 4

do logaritmos, In fix) = h(x) - In g(x), con lo que, f1(x) =7 cos x, f’1(x) =7 sen x ”F
derivando, f,(x) = cos 7x, f'5(x) = —sen 7x - (7x)’, o
f'(x) _ g'(x) f’5(x) = —sen 7x - 7 |
——=h’(x) In g(x) + h(x) - 2 - |
fix) gx) f(x) = x - cos 7, F3(x) = cos 7. 'F
= fix) [h’(x) In g{x) + h(x) 8 (x) .

f4(x) = cos (x7) - f'4(x) = —sen(x’) - (x7)’ “[
|

gx) f'4(x) = — 7x5sen (x7).

Es usual no memorizar esta formula, pero si el

procedimiento. = cos’x, f's(x) = =7 coséx (cos x)’ 1=

/ _ 6
Derivada de la funcion exponencial. Con [I], o f'5(x) = — 7cos®x sen x.
con derivacion logaritmica, resulta fo(x) = COS(7") f'e(x) = —sen (7%) - (7%,

;
\ -
|
(@)'=a*-Ina (aeR) ? f'e(x) ==7%-In 7 - sen (7). E

= 7¢€0sX f’,(x) = 7¢95X |n 7(cos x)’ ‘[F
f'5(x) = =7€0sx - |In 7 - sen x. =

fg(x (cos 7)%, f'g(x) = (cos 7)%¥ In cos 7.

= xCos7, f' 9(X) = cos 7 X\€0s7)-] H[ E Flg 2 — La velocidad o variacién del espacio recorrido en fun-
| cion del tiempo sélo puede definirse en sentido instantaneo
mediante el uso de la derivada.

y, en particular, (e¥)" = eX.

(Obsérvese la mayor sencillez proporcionada
por logaritmos y exponenciales de base e). A
partir de aqui es inmediato obtener las derivadas
de las funciones hiperbdlicas definidas en C/3

T
ch? x

Derivada de la funcién potencial. Si k R, por /
derivacion logaritmica se obtiene |

Fig. 1 — Leonard Euler (1707-1783), uno de los mds impor-
tantes matematicos de la historia, especialmente en el
campo del Analisis.

llllllllllllllllllllllllllllllll

(cos3(3x2 + 1)) = \l[ i-lz.,.___
= 3cos2(3x2 + 1) - (—-sen (3x2 + 1)) - 6x.

................................ — 30 40 20 0

(sh x)" = ch x, (ch x) =sh x (th x)' =

: ; Si fix) = [(X5 + 3x* + 1)8 + sen32x]>,
(xk)! =k + xk-1 k /h /
f'(x) = 5[(x> + 3x* + 1)8 + sen32x]*4 - lft m m m m
* Ejempios, (805 +3x4 + 1)(5x4 +1253) + 3sen32x - cos 2x-2]
5 3X
(X ——=x>+2x3 +——-10) = |
3 10 (X2 eX sen x)' = 't
r= (7x6__.x4+6xz+_1~:’)__ = 2xeX sen x + x2 e sen x + x* €XCos X. it
................................ | §
................................ L |
3 [In(In x)]’ = Tie (ln x)'" = T x :
WZ+T+v2) =[(x2+ DB +~+/2] = é >
| QI
o - Fig. 3 — La aceleracién instantanea es el limite del cociente del incremento de velocidad por el incremento de tiempo, cuando este
dltimo tiende a cero, es decir, la derivada de la velocidad con respecto al tiempo.
ATLAS DE MATEMATICAS FUNCIONES DERIVABLES
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MFuncmnes derivables

[sen3x - cosx]’ =
= (3sen?x - cosx) - cos*x +
+ sen3x *(4cos3x - (-senx)) =
3sen3x cos>x — 4 senx cos3x.

A BB S EBEEEEEESEEASNEREREEENEEEENE

[esen 4x]f = esen 4x . cos 4dx - 4
[sen(e2¥)]’ = cos e2X - e2X - 2.
(xsen 2€) = sen 2e - xsen 2e-1,

3x2
x3 -1

[cos(In(x3 — 1))]" = —sen(In(x3 — 1)) -

llllllllllllllllllllllllllllllll

llllllllllllllllllllllllllllllll

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

[In(cos’(x - 1))I" =

=————— -3 cos?(x—1) - (~sen(x = 1)).

---------------------------------

[tg3(cos4(ln5(xﬁ) N =
2 . - - i & 1 M
= 3 tgcostIn b)) - e oS )
4 cos3(In5(x®)) - (=sen(In5(x®)).
6x°

- 5 In4(x6) - =%

[a-r.ctg3 (jarzitgz'(a.rt:tg X))]'=
= 3 arctg?(arctg?(arctg x))-
;o _
"1 + arctg#(arctg x)
- 1 - 1 .
1 +arctg2 x 1+ x2

+ 2 arctg(arctg x) -

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

[logg(sh mxﬂ)]* =

e 1
~ In3 sh10¥

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

.ch 102102 -1n 10 - 2x.

Sea g(x) = Vv sen (x2 + eX - sen 3 )

COSX
g'(x) = {2 [sen(x2 + ex - sen — )]-2"3.
| 3 COSX

que

) Para la tercera, pongamos kix) =

) In k() = x - Inx, =

- cos (X2 + e - sen )
COSX
o ; - }{ (:(}50(.4? ){.H-“.:..
(2x + eX - sen 5 X O o Se.nx}
COSX cosx  cosx

----------------------------------

Sea fix) = (senx) \/x . Tomando logaritmos In
fix) = V/x - In senx. Derivando

f'(x) COSX
X ~ 2+/x In senx + v/x - senx '

1 — feamuy < /= | IN SENX /x cosx 1
f'(x) = (senx) \/E[ s + et ]

Sea g(x) = [In(2ex - 1)]cos X, Tomando logaritmos
In g(x) = cos x - In[In(2ex - 1)].

) Derivando - g((;;) = —senx - In[In(2ex - 1)] +
+ COSX * 1 : it

In2ex—1) 2ex—1
de-FEjénd.ﬁ)Sé a continuacion :" .

Y Derivemos fi(x) = x™, f(x) = (senx)¥,

f;(x) = senx*.
In ﬁ(x) = senx - Inx, In f,(x) = x - In senx, con lo

LS ) ‘I
1x) B SR
= cosx - Inx + senx - o
f1(x) X

() AL
= |ln senx + — .

f(x) senx

X% sera

k'(x)

k(x)

=1 + Inx,

es decir (x¥) = xX + xX Inx. Tendremos

senx

)

f(x) = xsenx - (cosx - Inx +

X COSX
senx

)

f3(x) = cosxx + (x* + x*Inx).

sEBsEmas s adaERERERERSRRERAERERERE

Para derivar h(x) = (senx)[¥ + 37““‘”] pongamos

}(x) (x2 + 3)cos1Ox.

Sera h(x) = (senx)i®, In h(x) = j(x) - In senx, con
lo que bastara hallar j‘(x). Como In j(x) = cos
(10% - In (x2 + 3), tendremos

(%) = (%2 4+ 3)cos10% [cos 10X - 2X +
j'(x) = (x2 + 3)c0s107 [cos 1C a3

+(=sen 10%) 10%In 10 In (x2 + 3)]

e

b=
- -
[
(b

FUNCION

DERIVADA

Tabla
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Funciones derivables

TEOREMAS SOBRE FUNCIONES DERIVABLES

Si A es un subconjunto del dominio de una fun-
cién f, se dice que f alcanza en A su mdximo
absoluto en el punto a € A, cuando fla) es el
mayor valor que la funcién toma cuando la
variable recorre A. Es decir, fix) < fla) V x € A
Anélogamente se define el minimo absoluto. Por
ejemplo, 1 es el maximo absoluto de la funcién
fix) = senx en R, alcazdndose en los puntos

n

— +2kn  (keZ)

2
Se dice que ftiene un mdximo relativo (o local)
en a, cuando fix) < fla) para todos los x de
algdn entorno de a distintos de a (aunque algu-
nos autores ponen <). Analogamente se definen
los minimos locales. Este concepto no equivale
al anterior (véanse figuras). Sin embargo, es
inmediato que el maximo (y el minimo) que
una funcién continua alcanza en un intervalo
(por el Teorema de Weierstrass, D/2), deberd
tomarlo en un punto de maximo relativo (res-
pectivamente, minimo), o bien en los extremos
del intervalo. La derivada proporciona informa-
cién sobre la posicion de tales puntos:
Teorema. Si una funcidn f definida en un inter-
valo (a, b) presenta un maximo o minimo local
en ¢ e(a, b), donde es derivable, forzosamente
f'(c) = 0.
La demostracion se basa en la observacion de
que los valores cuyo limite es f'(c) tienen signo
opuesto a izquierda y derecha de c.
Los puntos x tales que f’(x) = 0 son llamados
puntos singulares de f. Ello significa que la tan-
gente estara en posicién horizontal (fig. 2).
No es cierto el reciproco del teorema anterior,
pues no en todo punto singular se alcanza extre-
mo relativo. Por ejemplo, la funcién fix) = x3 cum-
ple f'(0) = 0, con lo que O es un punto singular;
sin embargo, en cualquier entorno de O se obtie-
nen cubos negativos a la izquierda y cubos posi-
tivos a la derecha, por lo que en 0 no hay ni méxi-
mo ni minimo local (fig. 3). También se cumple:
Teorema. Si f alcanza un maximo (o minimo)
absoluto en (a, b) en el punto ¢, en el que es
derivable, forzosamente f’(c) = 0.
Como consecuencia, el mdximo y el minimo
absoluto de una funcién f continua en [a, bl,
deberdn buscarse en a, en b, en puntos singu-
lares, o alli en donde no haya derivada.
Otros resultados importantes son:
Teorema de Rolle. Si fes continua en [a, b] y deri-
vable en (g, b), cumpliéndose fla) = fib), forzosa-
mente existe algdn ¢ e(a, b) singular (figs. 4 y 5).
Teorema de Cauchy. Si fy g son derivables en
(a, b) y continuas en [a, b], existe algin c e
(a, b) tal que

(fib) — fa) - g'(c) = (g(b) — g(a)) - '(c).
Los dos teoremas anteriores permiten llegar al
siguiente, muy importante por sus consecuencias:
Teorema del valor medio (o de Lagrange). Si f
es continua en [a, b] y derivable en (a, b), exis-
te algin c e(a, b) tal que

_ fb) - fa)

L bhEa

Corolario. Si f'(x) = 0 para todos lo x de un
intervalo, f es constante en tal intervalo.

De hecho, en el Célculo Integral usaremos este
resultado bajo la forma siguiente:

Proposicion. Si f'(x) = g'(x) para todos los x de
un intervalo, existe una constante C e R tal que
fix) = g(x) + Cen tal intervalo.

En las dos proposiciones siguientes se pone de
relieve cémo la derivada informa sobre el com-
portamiento de la funcién.

Proposicion (crecimiento y decrecimiento
local). Si f'(x) > O para todos los x de un inter-
valo, f es creciente en tal intervalo (andloga-
mente, f’(x) < 0 conlleva el decrecimiento).

El crecimiento o la singularidad no siempre
bastan para ubicar méximos y minimos (fig. 6).
La siguiente condicién, que si es suficiente,
permite abordar numerosos problemas.
Proposicién. Si f'(a) = 0 y f“(a) < 0, ftiene un
méaximo relativo en a. Si f'(a) =0y f“(a) > 0,
ftiene un minimo relativo en a.

Debe observarse que si f“(a) = 0, la proposicién
no decide, pudiendo presentarse un extremo
relativo (como asi sucede, en x = 0, con fix) =
= x4 + 2, fig. 8), o bien no haberlo (por ejem-
plo, en x = 0, para fix) = x3, fig. 3).

f'(c)

¢ Ejemplo. Hallar las zonas de crecimiento y
de decrecimiento de la funcién

fix) = x4 —8x3 —2x2 + 120x + 7.
Como es

f(x) =43 -24x2 —4x+ 120 =
=4(x + 2)(x - 3)(x = 5),

tendremos que -2, 3 y 5 son puntos singulares.
En (5, +%) los tres factores de f’ son positivos,
por lo que f crece: en (3, 5) los dos primeros
son positivos, pero el Gltimo es negativo, luego
f(x) < 0 en (3, 5), donde f decrecera. Andloga-
mente se ve que crece en (-2, 3) y decrece en
(=00, =2).

Puede suceder que f/ delate la presencia «con-
secutiva» de dos intervalos en que f tenga el
mismo sentido de crecimiento, (a, m), (m, b),
que algunas veces pueden fundirse en uno
s6lo, (a, b), tras examen directo de la situacion
(véase, por ejemplo, el caso f(x) = x3, fig. 3).
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Fig. 1 - En el intervalo [a, b] la funcién p en o, un
no es absoluto. En [c, b] carece de méximo relativo.

relativo y En [b, c] tiene en B un maximo relativo, que
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|

b |

e — - —
b ——— =

Figs. 4 y 5 - El teorema de Rolle (izquierd gura la exist
tra-ejemplo a la derecha.

ia de puntos singulares si la funcién es derivable. Véase un con-

y=x2+2

Fig. 7 — La primera derivada se anula para x = 0,
donde la segunda derivada es positiva, por lo
que se presenta un minimo.

Fig. 6 — La funcién no es creciente ni tampoco decreciente a ningin lado
del méximo relativo.
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OPTIMIZACION POR MAXIMOS Y MINIMOS

La Gltima proposicion de E/5 suele usarse para
resolver problemas de optimizacion: se desea
que cierta cosa sea maxima o minima; si ello
puede expresarse mediante una variable, o
varias ligadas entre si, que despejando permi-
tan conducir el problema al de hallar los extre-
mos de una funcion real de variable real, tene-
mos ya algin instrumental para intentarlo.

- Se desea construir bidones cilindricos de volu-

men dado K, de manera que el total de chapa

(area) sea el menor posible. ;Cémo debe
hacerse?

Si el radio de la base del cilindro es ry la altu-
ra h, el area es

A=2nr + 2nrh

debiendo cumplirse la condicién de volumen

o e 2

i w =

Deberd atenderse, sin embargo, no al dominio nrrh = K
de la funcion obtenida, sino a aquél en el que : : '
: or lo que, despejando rvy s
el problema tenga sentido. P q P€) y sustituyendo, E

e Ejemplos. ;Qué rectangulo de perimetro 20
tiene mayor drea? Si x e y son los lados, el drea es
A=Xx"-y perocomo 2x + 2y =20,serdy = 10 -
— X, con lo que deberemos hallar el maximo de

fix) = x(10 = x) = 10x — x2

en el dominio (0, 10) (pues no tienen sentido
rectangulos de lados negativos o nulos).
Tenemos f ‘(x) = 10 — 2x, presentandose un

punto singular en x = 5, que es un maximo _ 3R |
retativo prque f“(x) = -2, f“(5) =-2 < 0. i & IE
Asi pues, la solucion es x =5 = 5, es decir, un |
cuadrado. Como A”(h) = 8K — \/'mKh3!

--------------------------------

Un individuo, que va corriendo por la orilla de
un canal acuatico de 16 metros de anchura,
decide llegar a un punto situado 100 metros
mas adelante, pero en la otra orilla. Si corre a
una velocidad de 6 metros por segundo, nada a
2 m/s y empieza por pasar a nado rectilinea-
mente, ;a qué punto debe dirigirse para que el

S S T N, WV WP TP NN g W 0 W, N, N g S NI W T

A(h)=2(%+ \/:m)

nos da el area en funcién de h.

VrKh - 2K
!
h2
que se anula cuando lo hace su numerador, es
decir, cuando

Derivando A’(h) =

2h3

en el punto h = /4K/T se tiene

A" (/KT = 3m/4

o 3 . -
que es positiva, por lo que env/4 K/ la funcién
A(h) presenta un minimo relativo, con lo que el

% W e A O oo A MW W W

o W

Il

)

. — =

Optimizacion
por maximos y minimos

E/B

8

Fig. 1 — Rectangulos del mismo perimetro con drea diferente.

e um:ﬂ.-_"mmh .\". '%- -"-:-. - i
- o e . " s - .

% Fig. 2 - Cilindros del mismo volumen con drea lateral diferente

” . . —— I' 1
tiempo invertido sea minimo? problema esta resuelto si no se imponen nuevas IE " € !
La fravectotia 4 hado es 13 hivos r restricciones, pues hasta aqui la Unica es £ £
e YI s | da Ipo erllu;a € _LI"E h > 0, para que el problema tenga sentido. — B i
”a"gl‘; otrec Sngu > qu = CUY?S aEtl:)s_es En la practica real, sin embargo, por imperati- = E
AL yrt? do o, E?O”OC[ O, X MEros. Ll lempo. 4 ¢ etéticos, comerciales o industriales, como i | N
mxée 'd0 €h hadar y en correr, son, por €€ ¢ en nuestro ejemplo podria ser el que se tratara = A e
ean de latas que hubieran de ser abarcadas con la = || | S
VZ 162 y mano, o condiciones de apilado de los bido- - if 0
T(x) = - W i nes, o limitaciones en la cadena de fabricacion, - | E O b o
2 6 - - f d : — | i ;
| | puede suceder que el dominio se vea atectado |
siendo x + y = 100, por lo que el tiempo total es por una restriccién, por ejemplo e z | [
e 100-x I 0<hs<T - § i\ <. :
6 2 / donde T acotaria la altura deseada de los bido- . o Th I I'
J_ 1 X :f; nes. Entonces, si T =2+¥/4 K/n el minimo absqlu- | = J | SR o | ]
con lo que T(x)=—6 Yo e duese anula {_ to coincide con el anterior minimo relativo, SRR ! |
’ / pero si T es menor que tal valor, el punto ; a . °% | | : V_—i T
en x = 4\/2. Como T"(4\V/2) >0, ‘*3 /& KIr careceria de sentido en el contexto del - : ﬁﬁ o2
se trata de un minimo relativo. Como ademds problema, 0 < h < T, por lo que, siendo la fun- ‘ :
1(0) =24,6, T(100) = 50,6, T(4\/2) =24,18,es '\ (i6n decreciente en tal intervalo, el minimo i ST §T?
también minimo absoluto en [0, 100], interva-  absoluto se alcanzaria en h = T, como puede - e i
Jo e | : P . 2 Fig. 3 — Gréfica de la funcion ;
lo fuera del cual nuestro individuo tendria que apreciarse en la grafica de la funcién A(h) de la ; - I8 J
retroceder, por lo que no hay mejor solucion. % figura 3. ﬂf\ |
J;' 1 ‘=
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REGLA DE 'HOPITAL. INDETERMINACIONES

Teorema de L'Hoépital [RH]. Si fy g son deriva-
bles en un entorno a, con

lim fix) = lim g(x)

X—a X—d

siendo ambos 0, o ambos infinitos, entonces
- f

Iim—@= lim F % ,

x—a g(x) x-agi(x)
siempre y cuando este segundo limite exista (o
sea infinito). El resultado es también cierto si x
— +% 0 X = —%, a condicion de que existan las
derivadas en las semirrectas adecuadas. Si el
segundo limite de [RH] es nuevamente indeter-
minado de la forma 0/0 o %/ se reitera el pro-
cedimiento, si es que se dan las condiciones.
Como veremos a continuacion, este teorema
resuelve otros muchos casos de indeterminacion.
Si lim(f - g) es ideterminado de la forma o — <,
haciendo

_ (/g - (1/h
f-8=—1/g

tendremos una ideterminacién 0/0 abordable
por la Regla de L'Hopital.

Si lim (f- g) es indeterminado de la forma O - o,
haciendo

f-g=1f/1/g) obien f- g= g/(1/f)

se pasa a las indeterminaciones 0/0 o 9o/,

escogiéndose la que resulte mas cémoda para
la aplicacion de [RH].

Si lim (f8) es indeterminado de alguna de las
formas 1%, 00 o 20, tomando logaritmos

In lim (f8) = lim In(f8) = lim (g - Inf),
siendo este ultimo indeterminado de la forma
0 - 0% -0, reconducible a [RH].
e Ejemplos.
ex—1

lim ——— es indeterminado del tipo 0/0.
x>0 Senx

Aplicando [RH] lim =i lim —=
x—0 Senx x—0 COSX

=1

lllllllllllllllllllllllllllllll

. Insenx . _
lim — es indeterminado de la forma oo/,
x=0 COth

Aplicando [RH]

. Insenx . cosx/senx
lim = lim S— =
x—0 Cotgx x—0 —1/sen4x

= —|lim senx cos x = 0.
x—0

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

1 1
I ( B ) < .
;_r:?} ¥~ cotnx es indeterminado de la foma

o — o, Aplicando [RH]

Iinn(1 oL )=lim3—g""’_‘

x—0\ X tgx

Il

— lim 1 +tg2x-1
x—0 X+ xtg2x +tgx

Il

2tgx - (1 + tg2x)

- !:.%1 +ig2x+x-2tgx- (1 + tg2x) + (1 + tg2x) -
o 2tgx
el 2 + 2xtgx

llllllllllllllllllllllllllllllll

lim (cos4x)¥* es indeterminado de la forma 1%,
x—0

su valor fuera A, seria

A=
In A = Ilm—é-- In cosdx =
x—0 X

—4sendx

. Incos4x .  cosdx

= lim > = |lim
x—0 X x—0 2Xx

I

— 9 1im sen4d x ~ 9 lim 4cosdx -
x—=0 X X—0 1

Por lo tanto, A = 8

llllllllllllllllllllllllllllllll

lim x'8% es indeterminado de la forma 0°. Si su
x—0
valor fuera B, seria

In B = lim tgx - Inx =

x—0
. Inx . 2senx cosx
= |lim —— = - lim = 0.

Por lo tanto, B= €0 = 1.

------------- RS RSB EE SRR EEEEES

- T \x . ) .
lim (—) es indeterminado de la forma o0, Si
x—0 \ X

su valor fuera M, seria
InM=Ilimx-In(1/x) =

x—0

= lim LA 8 lim
L x>0 1I£x B x—0 (—1/x2)

tras aplicar [RH] y simplificar. Sera M= €0 =1 .

(=x/%2) = 0.

ATLAS DE MATEMATICAS

42

B

1 |_'|'|

ﬁ

- .

=
“Eiii

[ e ] - B . i — . — ] —
- — — =

] R

_é_ _

Indeferminaciones EI7

Fig. 1 - La figura recoge diferentes funciones de limite 0 para x — 0. Sin embargo,
los limites de sus cocientes toman diferentes valores, midiendo comparativamente la
«rapidez» con que se acercan a 0.

& x3 - S‘enx
lim—=0 lim =1
-0 X - x=0 X

3 .
: x> + 2x 3 X
lim——=2 lim Q/_ =
x—0 X -0 X

La funcion v/x es la que se acerca mds «lentamente» a 0, y x3 la mas «rapida».

Fig. 2 — Guillaume de L"Hdpital (1661-1704).
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EQUIVALENCIA DE VARIABLES

Variables equivalentes

Cuando lim .. = 1 decimos que fy g son
x—a g(X)

equivalentes para x—a. Si

seran equivalentes fy m - g.

Si fy g son equivalentes para x—a, como se
tiene f = (f/g) - g tendremos que si f aparece
como factor o divisor en una expresién cuyo
limite para x—a queremos hallar, puede ser
reemplazada por g sin que se altere el limite,
pues estariamos multiplicando o dividiendo
por 1.

Son, por ejemplo, equivalentes, x y senx, para
x—0. Por ello, el siguiente limite, que median-
te la Regla de L'Hopital conllevaria una tediosa
derivacion, ahora es

im ST lim X =
x50 9X5C0S36X x50 9X5C0S36xX
1 1

=lim—m——=—
x—0 9cos36x 9

Infinitos e infinitésimos

Si es infinito el limite de fix) para x—a, donde
aes un nimero real o también +%, — 0 =, dire-
mos que f(x) es un infinito para x—a.

Si fy g son infinitos para x—a, tales que

diremos que f es un infinito de mayor orden
que g cuando o sea infinito, que f tiene menor
orden que g cuando o = 0, y que son infinitos
del mismo orden cuando a sea finito no nulo.

Si f es un infinito para x—+%, x—>% 0 x—%,
decimos que su orden es mayor, igual o menor
que m segun resulte de compararlo con x™. Si f
es un infinito para x—a (e R), decimos que su
orden es mayor, igual o menor que m segin
resulte de compararlo con 1/(x — a™. Se puede
decir, intuitivamente, que el orden mide la ra-
pidez con que ftiende a %.

Proposicion. Si a un infinito se le suma uno de
orden inferior se obtiene un infinito equivalen-
te al primero. La diferencia de dos infinitos
equivalentes es otro de orden no inferior, o una
funcién no infinita.

Obsérvese que la suma de dos infinitos del
mismo orden tiene resultado indeterminado.

{

N
/

/

Si-a, #0, el polinomio ay + a;x + ... + axP es
un infinito de orden p, para x—w
Proposicion. Para x—, son infinitos
(log,¥)m, xn, bx, xpx
(a,.b >1; m, n, p> 0) llamados infinito logarit-
mico, potencial, exponencial y potencial-expo-
nencial, respectivamente, siendo el orden de
cada uno inferior al del siguiente, segtin se han
enumerado.
Si lim fix) = 0, decimos que fes un infinitésimo
X—a
para x—a. Si fy g son infinitésimos para x—a,
cuando
lim L o
x—a g(X)
sea infinito, cero, o finito no nulo, diremos, res-
pectivamente, que el orden del infinitésimo fes
menor, mayor o igual que el de g. En particular,
diremos que el orden de f es menor, mayor o
igual que n segiln resulte de compararlo con
(x — a)n. Por ejemplo, para x—0, sen27x es un
infinitésimo de orden dos, pues

lim [(sen27x)/x2] = 49.
x—0

El orden mide la «rapidez» con que ftiende a 0
(véase la figura contigua).

Estd claro que si fes un infinito para x—a, (1/1)
serd un infinitésimo. Asi se obtiene:
Proposicién. Si a un infinitésimo se le suma
uno de orden superior, se obtiene un infinitési-
mo equivalente al primero.

Orden de contacto de dos curvas

Si dos funciones f(x) y g(x) cumplen fla) = gla),
con lo que sus gréficas se cortan, la diferencia
e(h) = fla + h) — gla + h) serd un infinitésimo
cuando h—0. Tal diferencia no es mas que la
porcién de ordenada comprendida entre las
dos gréficas en el punto de abscisa a + h de las
cercanfas de a. Diremos que las dos curvas tie-
nen en (a fla)) un contacto de orden m cuando
&(h) sea un infinitésimo de orden m + 1. Se
tiene

Proposicién. Si las funciones fy g tienen igua-
les las m primeras derivadas en un punto a en
el que fla) = gla), siendo finitas pero distintas las
de orden m + 1, la curvas y = fix) y y = g(x) tie-
nen en (a, fla)) un contacto de orden m.
Obsérvese que si el contacto es de primer
orden o mas, serd fla) = g(a), f'(a) = g'(a), con
lo que las curvas tienen en (a, fa)) la misma
tangente: se dice que en ese punto son tangen-
tes entre si.

ATLAS DE MATEMATICAS
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y=(Inx)1

Infinitésimas. E/8
Contacto
fix) = senx gx) = x h(x) = In(1 + x)
f0) = 0 80)=0 h0) =0
f(0) =1 g'0)=1 h0)=1
f“0) =0 8"0)=0 h“(0) = -1
f“0) =1 g“0)=0 h*“(0) =2

Fig. 1 — Contacto entre las gréficas de x, senx.y In(1 + x).

Fig. 2 - Invirtiendo los tipos fundamentales de infinitud para x — +x se obtienen los tipos f
ial y potencial-exp ial respectivamente cada uno de menor

xP, ax, x-kx(a > 1, p, K, m > 0) logaritmico, potencial,
orden que el siguiente.

i ieadei
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APROXIMACION POLINOMICA

Como las funciones polinémicas son las de
mds facil manejo, dada una funcion f(x) es inte-
resante ver si se puede sustituir por una polino-
mica que sea «aproximadamente igual». Esta
claro que ello dificilmente va a poder hacerse
en todo el dominio de la funcién con un solo
polinomio. La aproximacién se hard, pues, con
cardcter local, es decir, en las cercanias de cier-
to punto a, ajustando diferentes polinomios a
diferentes segmentos de curva. Por otra parte, la
idea de aproximacion podemos precisarla mas:
si la funcién f(x) se reemplaza por un polino-
mio p(x) en las cercanias de un punto a, lo que
se desea es que la diferencia f(x) — p(x) sea un
infinitésimo para x—a, y cuanto mayor sea su
orden, mejor sera la aproximacion.
Supongamos un punto a del dominio de f, arbi-
trario, pero fijo en adelante. Si p(x) = a, +
+ a;(x—a) + ... + a,(x — a™ es un polinomio,
escrito en potencias de (x — a) (lo que es prefe-
rible para analizar caracteres infinitesimales),
se obtiene facilmente a; = (pk(a))/k! derivando k
veces p(x). Por consiguiente

_ : p“(a)
px) = pla) + p'@)(x - a) + —7— (x - a)* +
s B (X —aP+ .. % e (x —a)m,

3! m!

En la anterior expresion, que liga los coefi-
cientes del polinomio con sus derivadas, se
basa el método de aproximacion polinémica
de Taylor:

Supongamos que fadmite al menos n derivados

f'(a), f“(a), ..., f(a) en el punto a. Construimos
los polinomios
po(x) = fa)
pi(x) = fla) + f'(a)(x — a)
pz(x) = fla) + f'(a)(x — a) + f;(la) (x — a)?
: f“(a)
pL(x) = fla) + f'(a)(x — a) + o1 (x—a) +
4 )
+ Ma (x—-a)P + ... + ) (x —a)n,
3! n!

recibiendo p,,(x) el nombre de m-ésimo poli-
nomio de Taylor de la funcién fen el punto a.
Desde k = 0 hasta k = n tendremos pk(a) = (a)
por lo que, segin se dijo en E/8,

Proposicion. La grafica fy la de su enésimo

WP W o S W e W W e S e WL, TP o TP NP L L W W W L L Y

r o
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polinomio de Taylor en a tienen en tal punto un
contacto de orden no inferior a n. ~
También puede enunciarse asi:

fX) — pn(x)

(x — a)n

Proposicion. [im = (.

X—d
Esto significa que, para x—a, la diferencia
fix) — p,(x) es un infinitésimo de orden superior
a n.
La diferencia f(x) — p,(x) = R(x) recibe el nom-
bre de resto enésimo (o término complemen-
tario). Al reemplazar fix) por p,(x), el error
cometido serd R,(x), por lo que interesa dispo-
ner de expresiones apreciadoras del resto enési-
mo, de modo que si no se conoce exactamente,
se pueda, al menos, acotar, con lo que se podra
calibrar la magnitud del error cometido.
La expresion

ff i
1(13) N fz(za)
) a)

n!

fla) = fla) +

f“(a)
3!
recibe el nombre de férmula de Taylor para fen
torno al punto a.
Cuando a = 0 la férmula de Taylor se escribira
fu(o)
2!

(x —a)2 +

- (x—a)> + ... + (x—a) + R(x),

f(x) =f(0)+ f(O)x + X2 +

fA0)

n!

+ ...+ X"+ R (x),

llamada (innecesariamente) formula de
Maclaurin.

Cuando en un entorno de x se dispone de la
derivada f+1 se tiene

_ e

RoX) =071

forma de Lagrange del término complementa-
rio, donde £ es algtn punto entre ay x. Si f*1)
tiene su valor absoluto acotado por M en el
intervalo, sera

(X— a)n+1;

Mlx == a|ﬂ‘+1
(n+1)!

[Rn(X)] <

expresion que nos permite estimar el error.
Pueden ser también dtiles las expresiones

fn+1) (g) :
n! p
(forma de Schlomilch, con 0 < p < n+ 1), que
para p = 1 es la forma de Cauchy

o+ (&)

n!

R (x) = x — a)P(x — £)m+1-p

R.(x) = (x — a)(x = §".
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Fig. 2 — Colin MacLaurin (1698-1746). Fig. 3 — Louis de Lagrange (1736-1813).
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ig=

y=3x- 3"
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Fig. 4I-_— La aproximacion polinémica es de cardcter local; es decir, sélo en un entorno. En la figura se ve la grafica de una funcion,
{n polinomio que la aproxima en las cercanias de x = 1 (y sélo ahi) y otro polinomio que lo hace en torno a x = 0.
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Aproximacion polindmica
del logaritmo

Funciones derivables E/10
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Desarrollo de la funcion exponencial. Si f(x) =
= eX, se tinen M(x) = e, con lo que M(0) = 1,
VY n € N, luego el desarrollo de MacLaurin es

x2 xn XFH"1
=1 £X +¥==r+ ...+ +
2! n  (n+1)
Si para calcular €912 tomamos el segundo poli-
nomio, se obtiene el valor

o

12 =1 +0,12 + (0,12)4/2 =1,1272

Como el tercer término complementario es !

R,(x) = x3 e 6, teniendo en cuenta que
edx < 0,12 < 2 una acotacion posible sera

IR,(x)| < (0,12)3 2/6 = 0,000576.

Desarrollo de las funciones circulares. Las *

derivadas sucesivas de g(x) = senx cumplen
g2 (0) = 0, g2m1) (0) = (-1)n,
obteniéndose el desarrollo
x* X X

SENX = X~k —er =k v para x = 0, no puede hacerse el desarrollo de ,
31 st 7l : .
Maclaurin. En vez de tomar el desarrollo de Q
1yn-1 x2n-1 - X2n 0 Taylor en x = 1, es preferible tomar el desarro-
+ 1) 2n-1)! + 1) (2n)! Laliso llo de Maclaurin de In(1 + x). Se tiene @
Analogamente (In(1 + X)) = (=1)"Y(n=1)! - (1 + x)", —
: X2 x4 xb por lo que la deriva a enésima en el origen es -
cosx =1 — + - + ...+ _1)y-1(n — 1) --_
91 41 Bl 1)1 (n-1)!, y el dejarroll;:) . Fig. 3 — In(1 + x) aproximado (en torno a 0) por x—?xz.
o e o ol R i In(1 + x) = x — M =
Y onl T T @nenr Senex 2 "3 4 -y
: . 5 £ 1 X" (=1)" 1 n+1
Si, por ejemplo, quisiéramos calcular cos 89°, + (1) + * X

que es cos [(m/2) — (n/180)] desarrollariamos
cosx en torno a 7/2. Veriamos entonces que
basta llegar al grado 3 para que el error sea
menor que una millonésima.

Desarrollo de la funcién potencial. Si h(x) = xk
y k no es un ndmero natural, no puede hacerse
el desarrollo de Maclaurin. Desarrollaremos
fix) = 1 + xk que si es indefinidamente deriva-
ble en el origen, teniéndose

M(x) = kik=1) - ... - (k=n+1)(1 + x)k-n,

con lo que M(0) = ktk—1) - ... - (k—=n+ 1),
y el desarrollo serd, con 6 € (0, 1),

kik—1)

2
x + L +
2

(1+xk=1+ kx+

kk—1)-...-(k=n+1)
n!

-

X" +

L kk-1-..-(k=n)
(n+ 1)!

(1 + Ox)k=n+1 . xn+1

Si calculamos ¥/1,21 a través de este desarrollo
hasta el grado 2, tomaremos

1 —
(1+0,21)18 =1 +—3—O,21 + 1—;—(0,21)2 =1,0651.

Podemos acotar el error mediante

5505

6 +(1,21)23 - (0,21) < 0,000576

que corresponde al valor 6 = 1, el «peor posi-

ble», por lo que la inexactitud dev/ 1,27 =
= 1,0651 no llega a 6 diezmilésimas.

Desarrollo de la funcién logaritmica. Como el
logaritmo y sus derivadas no estan definidos

n n+1 (1+0)ntl

- donde 8 € (0, 1). Pueden verse en la l[amina
adjunta las graficas de varias aproximaciones

sucesivas.

Para calcular In 1,1 con un error menor que
una dizmilésima, al tomar x = 0,1 sera 1 <
(1 +6x) < 1,1, conloque [1/(1 +68x)] <1y el
resto  enésimo quedara acotado por
[1/(n + 1)10™1] en valor absoluto. Habra de ser

nl1 1(1}n+1 <‘11F osea 104 < (n+ 1)10n+]

desigualdad que ya se satisface para n = 3, por
lo que bastara tomar

1 1

— 0,0050.
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| 416 Fig. 5 — Comparacion de las aproximaciones.
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ESTUDIO LOCAL DE LAS GRAFICAS DE
FUNCIONES

Supondremos en adelante que las funciones
genéricas que aparezcan poseen tantas deriva-
das como convenga a la exposicién.

Posicién con respecto a la tangente

Puesto que la ecuacién y = g(x) de la recta tan-
gente en un punto de abscisa a, a la curva
y= fix)es

gx) = fla) + f"a)(x - a),
al sustraer del desarrollo de Taylor

f“(a)

X = fa) + Fa)ix—a) + 5 (a2
obtenemos
fix) — gx) = fz(f) (x—a)? + f3(!a)(x‘ A

expresion cuyo significado, en las cercanias de
a, es la ordenada de la funcién menos la orde-
nada de la tangente, y segln que sea positiva o
negativa, que la curva esté por encima o por
debajo de la tangente, respectivamente. Sabe-
mos que si a un infinitésimo se le suma otro de
orden superior, se obtiene un infinitésimo equi-
valente al primero (E/8). Al ser (x — a)" un infi-
nitésimo de orden n para x—a, el signo de
fix) — glx) dependerd tan sélo del signo de la
primera derivada, empezando con la segunda,
que sea no nula en a.

Proposicion. Si, empezando por la segunda
derivada, la primera que no es nula en a es
(a), se dan los casos

I. npary 7 (a) < 0. La funcién estd por debajo
de la tangente, con la concavidad dirigida
hacia las y negativas (fig. 1).

Il. npary M (a) > 0. La funcién estd por enci-
ma de la tangente, con la concavidad hacia las
y positivas (fig. 1).

III. n impar. La funcién atraviesa la tangente
(fig. 1). En este caso se dice que la funcién tiene
en el punto (a, fla)) un punto de inflexién (o,
sencillamente, una inflexion).

Maximos y minimos relativos

Ya sabemos (E/5) que para que una funci6n
alcance en a un extremo relativo, es impres-
cindible que f(a) = 0, pero que ello no basta.

g W, e S e N, N e WD P e S O g W o NP o W P D o N o e N N . P o o S o

Pero ahora podemos precisar la posicién con

respecto a la tangente:

) Proposicién. Condicién necesaria y suficiente

para que una funcién fix) con derivadas sucesi-
vas alcance en a un méximo relativo es que la
primera derivada no nula en a sea de orden par
y de valor negativo. La condicién para un mini-
mo relativo es que la primera derivada no nula
sea de orden par y positiva.

Por lo tanto, para hallar maximos y minimos
relativos de y = f(x), habremos de buscar los
puntos singulares, es decir, resolver la ecuacién
fix) = 0 examinando después el valor de las
sucesivas derivadas en tales puntos.

Para hallar las inflexiones de la curva y = fix),
resolveremos la ecuacién f“(x) = 0, exami-
nando las siguientes derivadas en los puntos
solucion.

e Ejemplos. La funcién fix) = —(x — 3)4 tiene deri-
vada f'(x) = —4(x - 3)3, nula solamente en x = 3.
Siendo fl(x) = —12(x — 3)2,fl(x) = —24(x - 3),
x) = =24, tendremos f(3) = 0, fI3) = 0
fl3) = 0, fY(3) = 24 y en x = 3 se presenta un
maximo relativo. No hay inflexiones porque el
Unico punto en que fl(x) es nula es precisa-
mente en x = 3 (fig. 2).

La funcién g(x) = (1/5)x5 + x — 2 tiene derivada
g(x) = x* + 1, que no es nula en ningdn punto,
por lo que la curva carece de maximos y mini-
mos locales. Su segunda derivada es g “(x) =
= 4x3, nula para x = 0. Como g “/(x) = 12x2,
gVix) = 24x, g¥ = 24, se tiene

gl0) = 0, g"0) =0, g'0) = 0, g"0) = 24,
por lo que la funcién presentard en x = 0 su
Gnica inflexién (fig. 3).
La funcién h(x) = (x + 1)4 tiene derivada hx) =
=4(x + 1)3, nula en x = -1, siendo

hi-1) = 0, h-1) = 0, AV(-1) = 24 > 0

por lo que, en x = -1, h(x) alcanza un minimo
relativo (fig. 2), careciendo de inflexiones pues
h'(x) = 12(x + 1)4, nula sélo en x = -1.

La funcién jix) = (1/4)x* + x tiene derivada
j4) = x3 + 1, nula tan sé6lo en x = -1, siendo
J/(x) =3x2, j"(1) = 3 >0, por lo que en x = -1
se presenta un minimo relativo. Por otra parte,
la derivada segunda es nula en x = 0. Como

jI(0) = 0, j1(0) = 0, M0) = 6

en x = 0 la funcién es concava hacia las y posi-
tivas (fig. 3), careciendo de puntos de inflexion.
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Fig. 1~ La funcion estd en P concava hacia las y negativas, en Q céncava hacia las y positivas y tiene una inflexién en R.

y=(x+ 17

Fig. 2 — Concavidades sin inflexion.

Fig. 3 — Abajo: cambio de concavidad (inflexion).

Fig. 4 - Para x = 2 estas
inflexiones.

a

El

dos funciones carecen de derivada finita, por lo que acudimos a la representacién para hablar de
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Funciones derivables

DIRECCIONES ASINTOTICAS. ASINTOTAS

Para cada valor de m € R podemos considerar
la familia de rectas y = mx + k (k cualquiera).
Se trata de la familia de paralelas de pendiente
m, todas ellas en la misma direccion.

Si tenemos una curva de manera que resulta ser
que cuando (x, y) pertenece a ella, se tiene

lim =1 (m € R),
x— + X

ello significara, intuitivamente, que la curva se
aleja hacia la derecha (x—>+%) en la misma
direccion que las rectas y = mx + k. En esta
situacion se dice que la direccion de pendien-
te m es una direccion asintotica de la curva
(por la derecha). Reemplazando x—+% por
x— —» tendremos el concepto de direccion
asintotica por la izquierda.

Puede ademads suceder que, al alejarse idefini-
damente, la distancia de los puntos de la curva
a una recta tiende a cero: diremos que tal recta
es una asintota de la curva. Puede pensarse la
situacion imaginando que la curva, al alejarse
hacia el infinito, tiende a confundirse con una
recta. Por supuesto, si una curva tiene a una
recta por asintota, también tendra la direccion
asintotica que corresponde a dicha recta. Sin
embargo, una curva puede tener la misma
direccion asintética que una familia de parale-
las, pero no tener a ninguna de ellas como asin-
tota. Veamos antes como se formalizan estas
nociones.

L f(x)
Proposicién. Si lim
x— 4 X

ademas lim (ix) — mx) =
X—> +2%

y = mx + n es una asintota por la derecha de la
curva y = f(x).

La misma proposicion caracteriza a las asinto-
tas por la izquierda sin mds que tomar ambos
limites con x— —=.

Obsérvese que pueden darse los siguientes
Casos:

a) m no existe. No hay direccién asintética.

b) Existen m y n, ambos nimeros reales. Hay
asintota. Se dice que la curva se aleja hiperbo-
licamente.

) Existe m € Ry n es +> 0 —. Diremos que la
curva se aleja parabolicamente. No hay asintota,
pero si direccion asintética.

d) Existe m e R pero no existe n (ni finito ni
infinito). La curva se aleja en la direccién asin-
tética, pero ni hiperbélicamente ni parabdlica-
mente (sin asintota, desde luego).

En el caso particular en que m=0y n € R, ten-
dremos una asintota horizontal. Este caso

=m(m € R), y

n (n € R) la recta

W

puede ser directamente reconocido por la con-

dicion dnica, de que n = lim fix) exista y sea
finito. S

Si @a € Ry se tiene lim fix) = +x
X— ad

decimos que la recta x = a es una asintota ver-
tical de la curva y = flx). Este concepto puede
ampliarse considerando limites laterales x—a+
y X—=a.

Es usual llamar asintotas oblicuas a las que no
son ni horizontales ni verticales.

* Ejemplos. La curva y = senx (fig. 2) tiene la
direccion asintotica del eje y = 0, pues

, =00 g ©©

. senx

lim = ()

=% X
(derecha e izquierda), pero como el Iimite de
senx para x—% no existe, no se aleja hiperbali-

camente ni parabdlicamente.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

La curva y = (x senx)/4 se aleja infinitamente,
pero sin direccion asintotica, pues no existe

lim senx (fig. 3).

llllllllllllllllllllllllllllllll

La curva y = \/x + sen(n/x) + nx se aleja para-
bolicamente en la direccion de y = nx (fig. 4)
pues

/X + sen(m/x) + X

[im = 9T
X— + X
lim (/X + sen(m/x)) =
X—> + =

................................

La curva y = sen(m/x) se aleja hiperbélicamente
(fig. 1) con asintota y = 0 pues

lim sen(m/x) =0

X— %

--------------------------------

En la figura 5 pueden verse difirentes casos de
asintotas verticales. Sean

C 1
si x> 4
1 1 - X.—4
ﬁx)z?’g(x):x—2’ (x)—< .
si x< 4
X—5
e
Se tiene
1 1
lim 1——Imn T—llm — = +®
x—0., X2 x50 X x-0 X
1 _ 1
lim = 4%, |im = —00,
%2y X 2 2 X— 2
I 1 o
xl_;n;, X — 2
lim . Clim ] = 400
vad X—=5  Txoa X=4
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Fig. 1 — Alejamiento hiperbolico por la derecha, con asintota y = 0
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Fig. 2 — Alejamiento no hiperbolico y no parabdlico, pero con direccion asintética segin el eje.

(curva verde)

Fig. 5 — Varias asintotas verticales.
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S ‘ Funciones derivables
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TRAZADO DE LA GRAFICA DE LAS
FUNCIONES

Para proceder a representar graficamente una
funcion, conviene resolver los puntos que a
continuacion se exponen:
— Dominio de la funcion.
— Posibles simetrias elementales. Si fix) =
=fl-x) V x € R, la grafica es simétrica respec-
to al eje de ordenadas, si i—x) = —flx) V x € R,
simétrica respecto al origen.
— Zonas de crecimiento y de decrecimiento.
— Concavidades.
— Maximos, minimos y puntos de inflexion.
— Comportamiento asintético.
— Construccion de algin punto de la gréfica.
En particular, es usual hallar los valores de x
que dan una y nula, y qué valor de y se obtie-
ne para x = 0 (interseccion con los ejes).
Para trazar la gréfica, se representan las asinto-
tas, maximos, minimos, inflexiones y puntos
conocidos, atendiéndose, finalmente, a las ins-
trucciones sobre concavidades, crecimiento y
decrecimiento.
* Ejemplos. Representar graficamente la
funcién
fx) = il

YT k-2
El domino de la funcion es R — {2}, en todo el
cual es continua. Su derivada, que existe en
todo el dominio, es
_ (x=1)2(x-4)

f (X) - (x — 2)3 o
y podemos esquematizar su signo mediante
0 A 0
- + - +
| 1
| [
1 2 4
" - blx=1) _
M = i e
siendo f/(x) (x 23+ Cuyo signo es
0 A
- + +
| |
I I
1 2

por lo que en (4, 27/4) tendremos un minimo y
en (1, 0) una inflexion (la derivada segunda
pasa, sin dejar de existir, de negativa a positiva,
cambiando la concavidad.

Puesto que si x tiende a un ndmero la funcion
tiene limite finito, salvo quizds para x—2,
debemos hacer ese limite, siendo lim fix) = +%

X—2
por lo que x = 2 es asintota vertical.
: x—=1)3 5
Como lim ( ) = * no hay asintotas

(x = 2)2

X—3%0

)
)
)
g

“w*ﬂh

horizontales. Sin embargo
L x=1P L (x=1)3
:!-I—T:c X =22 L!Tm (x = 2)2
por lo que y = x + 1 es asintota oblicua por
ambos lados. La gréfica se ve en la figura 1.
x> —2x2-8
2x% + 8
se observa en primer lugar que el dominio es
todo R, pues todas las operaciones indicadas
pueden hacerse para cualquier valor real de x.
La derivada primera es
X7 2%
8N =302 + 842
positiva salvo en x = 0, donde se anula, por lo
que g es siempre creciente. Como
_ -3x(2 - 16)

- X=1,

Al representar g(x) =

el signo de g” sigue el esquema
0 0 0
= - + -
| | 1

4 0 4

con inflexiones (4, 0,6), (0, -1) y (-4, -2,6).

Carece de asintotas verticales y como
x>-2x2 -8 1

.:!:I—?; 22 +8) 2 '
- Zeid 2

X > .
la recta y = 5 —1 esasintota oblicua por ambos

lados. Puede verse la grafica en la fig. 2.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Representemos graficamente h(x) = (i: ; ) :
El dominio de h es R — {-3}. Su derivada
4(x + 1)
(x +3)3 '
(=, =3) U (-1, +%), negativo en (-3, -1) y nula
en ~1.

primera es h'(x) = de signo positivo en

P L - o BEA
La derivada segunda es h"(x) = + 30 de signo
positivo en (¢, =3) U (=3, 0), negativo en (0, +x)

y nula en 0 por lo que presenta un minimo

LT
en (-1 ,0) y una inflexion en (0, ). La recta
x = =3 es asintota vertical, pues
: X+ 1
im

9
(Xx+1>2-—+ooc0molim( >2=1
x—=3 W—3 / B y ¢ v\ X+ 3

arecta y = 1 es asintota horizontal por ambos
ados. Puede verse la grafica en la figura 3.
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Funciones derivables

e — . e e e L R R e ——

Representar graficamente j(x) =v/1 = XZ.

Su dominio es todo R, siendo la funcion par vy,
por ello, simétrica su gréfica respecto al eje de
ordenadas. Es continua en todo punto, pero su
derivada

—2X
VT = X2
no es finita en los puntos de abscisa -1 y 1. El
signo J' es negativo en (0 ,1) U (1, +%), positivo
en (=, 1) U (-1, 0) y es nula en 0. La segun-
da derivada es positiva en (-=, =1) U (1, +%) y
negativa en (-1, 1), no anuldndose.

j(x) =

No hay asintota horizontal, pues

: 1 -x
l[im =,
X—306 X
y como lim /1 —x%=-%=,
X—»%

tendremos que la curva se aleja parabodlicamen-
te en la direccion asintdtica del eje horizontal.
Véase toda esta informacion en la figura 1.

"""""""""""""""""""""""""

Representar graficamente la funcion
X
(x) = {'1’*"' | x#0

x=0
Se trata de una funcién par, por lo que basta
estudiar x* para x > 0. El dominio de k es R,
siendo continua en todo punto, pues el unico

peligroso seria x = 0y, sin embargo, lim x* =1
. | x-—}[]_t,;

La derivada de x* es x* - (1 + Inx) finita para
x > 0, siendo su signo negativo en (0, e~1), nulo
en (1/e) y positivo en (e~!, +=) y ademas

lim xX(1 + Inx) = —=.
x—0

K'(x) = xX(1 + Inx)2 + xX

es positiva V x > 0, por lo que en (e—1, (e-1)e),
que es aproximadamente (0,37, 0,69), habrd un
minimo. Atendiendo a la simetria, tendremos la
figura 2.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Representar graficamente la funcion
s(x) = x + 2 arcotg x.
En una funcién impar, definida en todo R.

s’ es positva en (==, =1) U (1, +%), negativa en
(<1, 1) y nula en =1 y 1. " es negativa en
(e, 0), positiva en (0, +2) y nula en 0.

Se presenta, por tanto, un minimo en
(1, 1 + m/2), un maximo en (=1, 1 + ®/2) y una
inflexion en (0, m).

'ﬁw -,_-"r“w-.f %"--.J'F" \Wﬁ’hﬁ‘%_/ﬁul“wfhﬂ'm-fw"% fhw«.\ _jx__,/lix'w..m‘\"f\‘%.-/-r %"u_ o ﬁm‘-_ﬂ"".ﬂ\ M%&u.vaw‘%\mw‘fﬁuﬂbﬁ “\-_Jfﬂ"‘-.../.‘\u._ .-"".H\,_,. -’Jﬂ‘\-../—h'“'\_.-ﬂf--\h,_lﬁ‘-.._..

Como

X + 2arccotgx

lim =1, lim 2arccotg x =0
X—r+% X—»+% :
. X + 2arccotgx .

lim =1, lim 2arccotg x = 2n
X—y—¢ X——% !

y = x es asintota por la derecha mientras que
y = x + 2w lo es por la izquierda (fig. 5).

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Representar graficamente t(x) = (Inx)/\/x .
El dominio de t(x) es R*.

t' es positiva en (-, €2), nula en € y negativa
en (€2, +=). t” es negativa en (-, e83), nula en
ed3 y positiva en (€83, +x) por lo que

(€2, 2e-1,) habra un maximo y en (eBB, % e-{4f3})
una inflexion.

Inx Inx
VR VX
x = 0 es asintota vertical e y = 0 es asintota
horizontal por la derecha (fig. 3).

= +%, [im
X—»—%

Como lim = =/},

x—0,

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Representar graficamente

u(x) = COSX — COS?X.
Es una funcion par y de periodo 2m, por lo que
basta su estudio para x €[0, 7]

u’ es positiva en (0, m/3), negativa en (1/3, m) y
nula en 0, /3 y m - u” es positiva en (0, a) U
(B, ™), negativa en (o, B) y nula en oy B, donde
1 +133 1 =4/33
8 8
No hay asintotas, pero si la direccion asintotica
y = 0 (fig. 6).

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

0L = arccos , B = arccos

Representar graficamente v(x) = e%"%.

El dominio es todo R, y tiene periodo 2 por lo
que se estudia en [-x, Tl.

v’ es negativa en (-m, -/2) U (7t/2 ,m), positiva
en (-m/2, T/2) y nula en = w/2. v” es positiva en
(-, o) U (B, T), negativa en (a, B) y nula en o
y en B donde

E=1
2

teniendo minimo en (~w/2, 1/e), maximo en
(n/2, e) e inflexiones en los puntos de abscisa o
y B. Carece de asintotas pero se aleja en la
direccién horizontal (fig. 4)

B=n-o

oL = arc sen
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"'!'l_-l!-!if Funciones derivahles

CALCULO APROXIMADO DE RAICES DE
ECUACIONES

Una vez hallados los intervalos en los que la
ecuacion fix) = 0 tenga solucion dnica (separa-
cion de raices) hay diversos métodos para resol-
ver aproximadamente la ecuacién. Si f es con-
tinua en un intervalo [a, b] de su dominio, y
fla) - fib) < 0, el Teorema de Bolzano (D/2) nos
asegura la existencia de una raiz en (a, b). Si
f'(x) es siempre p@sitiva 0 si-&mpre negativa en
la, b] tal raiz sera Unica. El propio Teorema de
Bolzano nos proporciona un método para
hallarla, aunque los hay menos lentos.

Método de las cuerdas (o de las partes propor-
cionales)

Si o es la raiz Gnica de fix) = 0 en [a, b], reem-

plazanda la curva y = fix) por la cuerda desde
a, fla)), hasta (b, f(b)) se obtiene (fig. 1) la pri-

mera aproximacion
~___fla
fib) — fla)
repitiéndose el procedimiento en aquel de los
intervalos [a, x;1, [x;, b] en cuyos extremos f
tome valores de signo opuesto. El error absolu-

X =a (b —=a),

to o — x,, de la enésima aproximacion puede

acotarse por

x|

m

o-—x,| <

donde m es el minimo de la derivada f’(x) en
[a, b], supuesta existente y no nula.

Método de Newton

Sif'x)#0yf“x)#0 V x ela, bl cumpliéndo-
se fla) - fib) < 0 y ademds fla) - f'(a) > 0, se pueden ¢

hallar aproximaciones sucesivas mediante

f(X n)
filxgy

A este método se le llama también el de /as tan-

gentes, pues se reemplaza la curva por las tan-
gentes en |os sucesivos puntos (x,, f(x,., (fig. 2).
La dltima condicion exigida, fla) - f“(a) > 0
(o bien fib) - f“(b) > 0) nos asegura la mejora de
a aproximacion. Puede verse un contraejem-
plo en la figura 3. El error absoluto se acota
como en el Método de las cuerdas. A menudo
se usa

| fx,)

f'(a)

mas sencillo y de una exactitud similar.

Método de iteracion

Si k# 0 los x que cumplan fix) = 0 son los mis-
mos que satisfacen x = x — k - fix), con lo que
estamos intersectando y = x con y = x - k - f{x)
en vez de cortar y = 0 con y = f(x), tal como
haciamos anteriormente (flg 4). Si se toma k tal
que |1 — k- f(x) | sea pequefio en un entorno de
X (en partlcular sil—k-f'(x) =0), se tienen
las sucesivas aprox:mamones

Xne1 = Xp— K - ﬁxn)

o Elemplo Resolver aproximadamente la ecua-
cion x2 -2 Inx-3 =0.

'~ La representacion grdfica (fig. 5) nos muestra la

presencia de una raiz en (0, 1) y otra en (2, e).
Hallaremos esta ultima.

Por el método de las cuerdas es
fle) - f2,1)
Xg = 2,121, 0= 2122, x.0= 2122,
valor que tomaremos ya al haberse estancado

la sucesion. Como en [2, e]
o= 222D < 2E-T) g
X 2
el error se puede acotar por
|2§;| ¥ 0’2219 < 0,0003.
Por el método de Newton (simplificado) tenemos
f'(x) = 2(x2 = 1)/x, f“(x) = 2(x2 — 1)/x2
no nulas en [2, e]. Ademds f(2) - fle) < O,
f2) - f*(2) <0, fle) - f“(e) > 0, por lo que sera

fle)

Xg=2, % =2 — (e-2,1) = 2,118,

Xo=€=2,718, x; = €= e = 2,21,
X, = 2,21 - ﬂ?:f;) = 2,146, x3 = 2,129,

Xy =2,124, xs=2,127. % = 2,122
mientras que por el método no simplificado es
fle)
f'(e)
f2,21)
£2,21)

% =2,122, % =2,122.
Por iteracién, si hacemos 1 - k - (2) = 0 obte-
nemos k = 1/3, por lo que la sucesion es
Xo=2 X = 2= —— ﬁ;) = 2,128
f2,128)
3
f2,122)
3

X =221 - = 2,125,

= 2,122

X, =2,128 —

= 2,122.

X3 =2,122 -

77
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Fig. 4 - Método de iteracion.

Fig. 1 - Método de las cuerdas.

soluciones ;4

Fig. 5 — Graficade y = x2 -2 Inx - 3
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Infegracion

INTEGRAL DEFINIDA

Sea funa funcién acotada en [a, bl y a = x; <
X; < ... < X, = h una subdivision del intervalo
[a, bl. Si tomamos n puntos t; € [x_;, x| la
suma 2 f(t;) (x; — x;_¢) se dice que es una suma
integral de fen [a, b]. Cada valor fit) (x; — x;_)
representa el area de un paralelogramo (fig. 1),
tomada negativamente si f{t;) < O.

Si existe limite de las sumas integrales cuando n
tiende a infinito de tal manera que la mayor de
las diferencias x;— x; ; tienda a 0, recibe el nom-
bre de integral definida de f entre a y b, dicién-
dose también que f es integrable-Riemann en |a,
b] (aunque en adelante diremos integrable, sim-
plemente). La intengb definida se denota

2 f(x) dx

y se interpreta como drea de la region limitada
pory=1flx), y=0, x=ay x= b (fig. 2) cuando
fix) 2 0 en a, b, y como suma algebraica de
areas si el signo de f varia, computando negati-
vamente las figuras bajo el eje (fig. 3).

e Ejemplo. Hallar el drea limitada por x = 0,
x=k y=0¢gy=ex
Dividamos el segmento [0, k] en n partes iguales

|:F-’£-}f [kfzk}f "'f'_n_‘l kfik]
n n' n . N n

y tomemos t; como el primer punto de cada
subintervalo. La suma integral es

§£ m—ik
1n'€ﬂ

con lo que el drea es

lim [—k (eo_ e .+ et ")} =
n—eel N
k 1 - ek
—= I - k-
lim s e e 1,

IuegoL eX dx = ek - 1.

Propiedades de las fu‘rciones intiﬁrables

b b
S+ @) dx =1 fx) dx+ | glx) dx.

b b
J a-ﬂx)dx=0c-Lf{x)dx YaeR

d

b a a
L f(x) dx=—L fix) dx . L fix) dx = 0.

b C b
J fx) dx:j f(x) dx+J fix) dx .
d b a L
J o-dx=aq -

d

(b-— a).

|
(
<

Si f{x) < g(x), esjbﬂx dx <] b g(x) dx.

Proposicion. Si f es continua en [a, b] también
es integrable en [a, b].

Proposicion. Si f es discontinua tan sélo en un

nuamero finito (o infinito numerable) de puntos .

de [a, b], fes integrable en [a, b].
Primer teorema del valor medio. Si f es inte-
grable en [a, b], existe A tal que

b
L fix) dx= A - (b - a).

donde inf fen [a, b] <A sup fen [a, b].
Ademas, si f es continua en [a, b], existe ¢ e
la, b] tal que A = f(¢) (fig. 4)

Al valor A que aparece en el teorema,

1 b

A= Foals fix) dx,

se le llama valor medfo de la funcién fen el
intervalo [a, bl. Esta nocién, que promedia los
infinitos valores de fen el intervalo, generaliza
de manera natural el concepto de media arit-
mética de un ndmero finito de cantidades.

e Ejemplo. Si para hallar la media de f(x) = x2 en
[0, 1] promediamos sus valores en 0, 1 obtene-
mos

02 + ()2 + ...+ (=12 + 1
n+ 1

_2n+1
on '
valor que es diferente para cada n. Si n tiende a

infinito, el valor limite es 1/3, el mismo que se
obtiene buscando la A del teorema precedente.

Segundo teorema del valor medio. Si fy g son
continuas en [a, b] siendo g positiva decrecien-
te, existe ¢ e (a, b) tal que

b c
J‘ _fix) g(x) dx = g(a) L fix) dx.

Teorema fundamental del cdlculo integral. Si f
es integrable en [a, b], la funcién integral

F(x) +j flt) dt

es continua en [a, b] y ademas, si f era continua
en x,, F es derivable en xp, siendo Flxp) = fxp).

Regla de Barrow. Si fes integrable en [a, bl y G
es una primitiva de f, es decir, una funcion tal

que G'(x) = f(x), se tiene
fix) dx = G(b) — G(a)

Debe sefialarse la importancia de esta dltima
propiedad, pues permite calcular integrales
definidas mediante primitivas de las funciones

y ya no como limite de sumas mtegrales
Es usual denotar G(b) — = [Glx]%.
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I Fig. 1 — Suma integral.

I Fig. 2 — Area. Fig. 3 — Signos de area.

flo)

| _ Fig. 4 - El drea encerrada en la figura de la izquierda coincide, segin el teorema del valor medio, con la de un rectangulo con
la misma base y cuya altura (valor medio) es el valor de la funcién en cierto punto del intervalo.
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Infegracion

CALCULO DE PRIMITIVAS 1

Si Fes una primitiva de f, es decir, F=f, las res-
tantes primitivas se obtienen (segin se dijo en
E/5), sumando a F cualquier constante C. El Lo
conjunto de primitivas de f se denomina inte- ’
gral indefinida de f y se denota

| fix) dx, e
por lo que, si Fes una primitiva de f, pondremos

j x) dx = Ax) + C.

El conocimiento directo de las derivadas con-
lleva el conocimiento de la integral indefinida
en sentido contrario. Estas integrales directas se
hallan recogidas en la tabla adjunta. Por otra =2 sh\/x + C.
parte, la derivacion de funcion de funcion —o
regla de la cadena—, nos permite considerar 1

llllllllllllllllllllllllllllllll

E

-------------------------------

--------------------------------

como inmediatas las integrales recogidas en la v X

tabla de la pagina siguiente. Puden ya integrar-
se numerosas funciones con estas tablas y las
dos reglas que siguen:
| (f+ g)(x) dx = J fix) dx + J g(x) dx,
m-fix) dx=m)| fix) dx ¥V m e R. J 1 =
o Ejemplos. }

xV'1 + In2x

= arcsh (Inx) + C.

--------------------------------

--------------------------------

}(_{}+7—XL+2X+C. p 1
6 2

J(;’:XS +7x+2)dx=3

dx =

v Senx * COSX

J (gx
= In |tgx| + C.

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

-------------------------------

\/ arcsen x 1 SeNX —se

V1 + (Inx)?

x—1

In 7

nx

+ C.

dx =

(arcsen x)3/2 dx =

J tgx dx = J — dx = —J .

= —In |cosx| + C.

1 - x2 V1 —x2
7 3
= — - (aresen x) 2+ C.

44444444444444444444444444444444

(I;x)-* W =x-In(1+ e+ C

--------------------------------

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

J1 7 dx'= 3 T3 oo clx—3ar{:tgx + C. gx
X2+ 1 1 [ 3x2+3 -
jx-i+3x—5 X =7 Jx-""+3x—5 ax = .
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Fig. 2 — Charles Hermite (1822-1901).

F/c

= ‘! ._.! =
1 - £
= A
= = N =
e =iel T A
- "
[ 1 L

i J 1 dx=arcsenx+ C

—— dx = arcsecx + C

jshxdx:chx+c

\ |

et | fj; == chx dx = shx + C

ﬂ. A :

o 1 :
m dX = tghx + C

i

f

|

W ¥ W .
= g
S

1 — dx = argchx + C
X2 — 1

—

' senx d Ll
| X = Secx +
J——Tm = dx = secx + C

- COSX d s i I .
———— dx = cosecx + C
' sengx o orhee

e — — —

i

—
——

J. : ]_ . dx = argtghx + C

Fig. 3 — Integrales directas.
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INTEGRACION POR SUSTITUCION

Si se hace x = g(t), donde t es una variable
nueva y g derivable, se tiene

| fix) dx =] figl) - g0 - dt

teniendo el método interés cuando se aplica de
tal manera que la segunda integral sea mas facil
que la primera. Una vez resuelta, se hace
t = g-1(x) para retornar a la variable inicial. Las
integrales inmediatas de la tabla contigua son
en realidad cambios de variable que por su
sencillez se efectian mentalmente.

La diferencial en un punto a de una funcién
derivable f es la aplicacion lineal que hace
corresponder a cada h (o incremento de x, Ax)
el incremento de la ordenada de la tangente en
(a, fla) al pasar al punto de abscisa x + Ax, o sea
df = diferencial de f=f (x) - Av en cada punto, y
como dx = Ax, sera

ar= t'(x) dx.

El lenguaje de la diferenciacion se usa habi-
tualmente, pues se diferencia x = g(t) cuando
con tal cambio quiere resolverse una integral.

COS3 X

\/ Senx

e Ejemplos. La integral | = dx puede

resolverse haciendo
Z = senx, dz = cosx dx;

cos2x 1-2

| = cosx dx = dz=
\v/senx \/z
] 3 1 9 5
_—J(z -z )dx=2z7—§—~ 24+ C=
2
= v/senx [4 + cos?x] + C.
La integral
/= J\/ 9 - x2 dx
haciendo el cambio
x=3sent dx =3 cos dt t= arcsen ;— se

transforma en

1=J\/9—9 senit*3cost'dt=J9cos2tdt

que se resuelve mediante la identidad trigono-
métrica que da cost a partir de cos 2t, pues

1 + cos2t 9 9
j—QJ 5 dt—Tt+Tsen2t+C—

£

4

{
%
\

i

i

|"’§;
|
H

L}
3

j

%
&

'?-;?
ﬂg.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

En la integral K = | x(3x — 4)17 dx hagamos
3Xx-4=v;3dx=dv;:

| v+ 4 dv 1
Kzl 3 V‘[y : 3 r— 9 J(v18 + 4\/1?) dv____'
] [ v19 4 vi8 ]
=9 L7719 T*HgltL=
i (3x—4)18 27x + 2)
=81 .19V HI8l+C= 1539 kL

Naturalmente, puede suceder que una misma
integral sea resoluble por distintos procedi-
mientos, y entre ellos diversas sustituciones.

CAMBIO DE VARIABLE EN LA INTEGRAL
DEFINIDA

Al hacer una sustitucion los limites de integra-
cion deberan modificarse de acuerdo con el
cambio hecho. Si hacemos x = g(), siendo

a = 5“1); = g(fz);
b b
J‘a fix) dx =J ; ffig() - g'(1) dt.

 Ejemplo. Al hacer x=2 sen tes 0 = 2 sen 0,

T -
2 =2 sen 5 teniéndose

2
J X3 V4-x2dx=

0

/2
:j 8 - sen3t- V4 — 4sen2t - 2 cost + dt =
0

T

2
= 32 J (1 — cos2t) cos2t - sent - dt =
0

cos>t
__32[ 3 8

(:05%}""2 64
o~ 15

Debe prestarse atencién al dominio del
cambio. Por ejemplo, no puede hacerse

J';H /T = x2 dx con x = sen t, pues sen tvaria en

[~1, 1] y x lo hace en [0, 3].
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Isaac Barrow (1630-1677).

Calculo
de primitivas

F/3

[ oo dmax ST (1)

f(x) - shfix) - dx = chfix) + C

f(x) - chfix) - dx = shfix) + C

] f-.-{x} -
‘—E‘m dx - tghﬂ-‘f} + C

f(x)
J Vifix)2 + 1

dx = argshfix) + C

r’{gy dx = argchfix) + C
J Vifix)2 -1

f(x) | -
J T= 2 dx = argtghfix) + C

Fig. 3 — Integrales inmediatas.
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INTEGRACION POR PARTES

La férmula de integracion por partes

J fix) - g(x) - dx=£x) - g(x) —j f'(x) - gldx) - dx
puede usarse cuando

(a) la funcién que se desea integrar se pueda
concebir como producto, de tal modo que

(b) a un factor se le pueda hallar una primitiva,
no complicadamente, y

(c) tal primitiva y la derivada del otro factor pro-

porcionen una integral mds sencilla que la
anterior.

 Ejemplos.
La integral A = Jx cosx dx puede resolverse
haciendo

f=x, g = cosx,
con lo que f'=1, g=senx, y es
A= xsenxmjsenx- dx = x senx + cosx + C.

lllllllllllllllllllllllllllllll

La integral B = j —— dx puede resolverse

NG

haciendo

f=Inx, g = 1A\/x,

con lo que f‘=%—,g=2 V/x , siendo

1
B:Z\/§lnx— '-X—' 2\/§ ax =

=2v/x Inx -2 %dxf:?\/)? Inx — 4/x + C.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

2
La integral D = —;—x dx puede solucionarse por
partes, haciendo
1
f(X)=X2,8’(X)=-2—;,
| 70 = 2x, g¥) = 5—
con lo que f'(x) = 2x, g(x) = THE
—X2 2 X
D=eh "z | 2 a4
Resolviendo esta nueva integral por partes
1
f(X) = x, g1(x) = Ix !
2 {a)i= ] x)-—1—-'
10 =1, 80 =717 #
—X? 2 X 2 1
D= oxinx ~2x-In2 T T2 ,[ % X =
_ x> 2x 2 L
T 2xIn2  2x-In22  2xIn32

--------------------------------

A

L

M P AN AT NN N TN TN TN TN N N NN TN N N NN TN TN TS N N TN AN

Cuando una funcién que se desea integrar tiene
derivada sencilla es a veces conveniente inte-

grar por partes, usando como segundo factor
un 1. Por ejemplo, la integral

]Inx dx

se resuelve haciendo
fix) = Inx, g(x) = 1

1

con lo que f' (x) = il g(x) = x y seréd

E=x|nx—f1 cdx=xlnx-x+ C

En algunas ocasiones la aplicacion reiterada
del método conduce a ecuaciones en la inte-
gral que se busca. Por ejemplo, en

F=j5en Inx - dx
fix) =sen Inx, g'(x) =1, f'(x) = % cos Inx,
gx) = x;
F= xsen Inx-—j cos Inx dx

y si para esta ultima ponemos

f,(x) = cos Inx, g'1(x) = 1,

fJ-[(X) = —‘17' sen Il"])(’*.r g1(X) = X,

llegamos a
F= xsen Inx— x cos Inx — j sen Inx dx,
por lo que

x sen Inx — x cos Inx
sen Inx dx = + C.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

1
La integral J , X arcsenx dx puede resolverse
haciendo

fix) = arcsenx, g'(x) = X,

1 X2
con lo f'(x) = , g0 =—,
V1 = x4 2
i 1 )
G = [ x2arcsenx } = X
. 2 2 2 00 \/1—-x2
l-b 2
_x__ L coef (—sent di)
2 2 Jm2 sent
(tras haber hecho el cambio x = cost en la alti-

ma integral),

0
1 ] B
r+Tsen2t£-— 3

T 1[1
G=7+5" 3 :
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Arquimedes

F/4

Cuadratura de la pardbola

Espiral de Arquimedes

A ENEEERRERNRNDED.

eda dentada

:"‘IU";I?dES (287-216 a.C.), uno de los mayores sabios de la humanidad, precursor del cilculo integral (método de exhaucion),
escubridor, entre otras cosas, de la Ley de la Palanca, del Principio de Empuje, de los volimenes de los sélidos de rotacion, inven-

2:; del turnill'n' sin fin: y de Ia.rueda dent&inda. Se mostraba tan satisfecho de haber establecido la proporcion de volumen entre una
era y un cilindro circunscrito que la hizo esculpir en su tumba, posteriormente descubierta por Cicerén.
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INTEGRACION DE FUNCIONES
RACIONALES

P(x)

Q(x)

Q son polinomios. Supondremos que el grado

de P es estrictamente inferior al de Q. (si no,

?ivid'endo, P(x) = Q(x) - c(x) + R(x) y _[ FQ =
C+ j R/Q) y que el coeficiente de mayor grado

de Q es 1 (si no, se le saca de factor comun

fuera de la integral).

Caso I. Las raices de Q(x) son reales y simples:

Resolveremos la integral J dx donde Py

Qx) = (x—ay)x—ay) - ... - (x—a,).
P(X)_ A] Az An
Pongamos—Q(x)— x—a1+ x—az+ . + .

donde A;, A,, ..., A, son coeficientes indeter-
minados; tras hallarlos, sera

P(x) _ Ay
Jom ox I

X= dj
=A;In|x—ay|+... + A,In|x-a,| + C.

Aﬂ
X—a,

dx =

dx+...+J

Para encontrar Ay, ..
nes se obtiene

., A, al sumar las fraccio-

Px) = A(x—ay) - ... - (x—a,) +
+ Ay(x— a)(x—a3) * ... {x=a,) + ... +
o AH(X~ a‘I) S {X—an_-]),

pudiéndose igualar cada coeficiente de P(x)

1=J

con el del mismo grado del polinomio de la
derecha, efectuando previamente los productos -

y sumas indicados. También es posible dar a x,
en ambos miembros de la igualdad, tantos
valores como coeficientes haya que determinar,

o
&.

obteniéndose nuevamente un sistema. Sin
embargo, en este Caso I, lo mas rapido es dara

x los valores a;, ..., a,.

4x2 —12x-10 o
3 -2x2-5x+6
X3 -2x2 -5x+6=(x—-1)x-3)x+ 2),
4x2 - 12x-10 A B C

¥3—2x2—-5x+6 x-—1 +xr-3 i X+ 2

e Ejemplo. Hallar | = j

'

4x2 —12x-10=Alx-3)(x + 2) +
+ Bx—=1)(x+ 2)+ Clx - 1)x-=3).

Haciendo sucesivamente x =1, x=3, x=-2, *

obtenemos, =18 = -6A, =10 = 10B, 30 = 15C
oseaA=3,B=-1,C=2, por lo que

[=3In|x-1|=In|x=3] + 2 In|x+ 2|+ C

Caso Il. Las raices de Q(x) son reales, pero

%

algunas son mdiltiples:

Qx) = (x — ay)m - (x — a,)m:
Pondremos
Ax) A1 Al A
= == =t + 0 g
Q¥ ~ (x—a) (x—a)2 T (x—apm T
Lo A P Apmy
(x—ay) (x—ay) ( X —a,)m
+ ...+
+ dod - Arz + ...+ Armg
(x—a) = (x—a) (x—a)mr’

una vez hallados los coeficientes indetermina-
dos A; ; bastara tener en cuenta que si m # 1

A S A
x—am (1 -mix-am
e Ejemplo. Resolver
3x0 = 2x4—23x3 + 3x2 +72x + 28
X6+ x> —10x*—8x3 + 32x2 + 16x— 32

El denominador se descompone en (x — 1)
(x — 2)2 (x + 2)3 por lo que escribiremaos

3x5 —2x4—=23x3 + 3x2 +72x + 28 A

_1+C

ax

X0+ x5 — 10X —8x3 + 32X2 + 16x—32 x— 1 b
- e + < $ = + = + E
x—2 (x=22 (x+2) x+22 (x+283

Efectuando la suma de fracciones e igualando
numeradores, tendremos

3x3 —2x4—23x3 + 3x2 + 72x+ 28 =
=Ax—22(x+23+Bx-1)(x-2) (x+2)3 +
+ Cx—-1)(x+23+Dlx=1)(x=2)2 (x+2)? +
+ Ex-1)(x=22(x+2)+ Ax-1) (x-2)2.

Dando a x los valores 1, 2, -2, 0, -1, -3, obte-
nemos, respectivamente,

81 = 27A, 64 = 64C, —-48 = -48F,
28 =32A + 16B-8C- 16D — 8E — 4F,
23 =9A-6B-2C- 18D - 18E - 18F,

—427 =-25A-20B + 4C + 100D +
+ 100E — 100F.

sistema cuya soluciones A=3, B=-2, C=1,
D=2, E=-1, F= 1, por la que

1
J=3In|x-1] =2 In|x-2| - x—2) +

1 1

+ C
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Fig. 1 - Bonaventura Cavalieri (1598-1647) enuncié el principio segin el cual tienen igual volumen sélidos cuyas secciones por cada
plano de una familia de planos paralelos tengan igual area.

‘ < >

F/5

P i

Fig. 2 - El area de la sl?ccién plana de la esfera es la misma que la de la corona circular, seccién del cilindro privado del cono inte-
rior, pues : 1§52 = it (R2 - r2) = R? — R? - 2. Por lo tanto, el volumen de la esfera es el del cilindro completo menos el del cono,

es decir: TR2 . ZR—-%nﬁ’z . 2R=% nR3 .
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Caso lll. Q(x) tiene algunas raices imaginarias,
pero simples.

Si a + bi es una de tales raices, también lo es
a — bi, por lo que producen un factor primo
((x — a)?2 + b?) (b # 0) en la descomposicion; a
tal factor se le asocia una fraccion

Mx + N
(x—a)2+ b2’
que se anade a las descritas en el Caso I, sien-

do M y N coeficientes indeterminados, Para
integrar se aplica la férmula

Mx + N M
_ oy
J e dx > In ((x - a)2 + b2) +
+Ma+N g -
b arctg ?

e Ejemplo. Hallar la integral
o [ _8x3 =472 +129x- 170
] x4 =9x3 +39x2 - 89x + 78

Halladas por el método de Ruffini las raices 2 y
3 del denominador, se tiene

x*—9x3 + 39x2 — 89x + 78 =
=(x—-2)(x-3) (X2 -4x + 13)

siendo las raices de este Gltimo factor

dx.

4+V16-52
5 =

por lo que la descomposicion sera

8x3 —47x2 + 129x - 170
x4 —9x3 +39x2 - 89x + 78

A X B " Cx+ D
x—-2 x-3 (x=2)2+32

Efectuando la suma de fracciones e igualando
denominadores, obtenemos

8x3 —47x2 +129x-170 =
=Ax-3) (X2 -4x+3) +
+ B(x-2)(x*-4x+ 13) +
+(Cx+ D) (x=2)(x=-3) =

=(A+B+Ox3 +(-7TA-6B-5C+ D)x2 +
+ (25A+21B+6C-5D)x + (-39A - 26B + 6D).

lgualando coeficientes se halla un sistema cuya
solucibnes A=4, B=1,C=3,D=2, conlo
que tendremos

K=4In|x-2| +In|x-3| +

3 3 X—2
— 2_.. —_—
+ In (x2 —4x + 13) + 5 arctg —

2 + 3i

+ C

-"iﬁfv‘%mﬁ‘ ‘Mﬁ%ﬁwﬁjEMxM%‘H-th&%‘wffmwpmbnfL“."i'h—..-h"'fqk‘m‘wh\ﬂ‘\—“/‘h‘h“-ﬂu

M%thruﬂﬁ-s‘

M

l w%-

oyl

Caso IV. Q(x) presenta alguna raiz imaginaria
multiple.

Aunque es posible utilizar un procedimiento
semejante al del Caso Il, es preferible aplicar
directamente el llamado Método de Hermite

(que, por otra parte, puede usarse también en
los casos Il y III). Si

Q) =x = g« ... - (o— )
| = a2 + B L [(x - ag2 + bEn.
designemos
Q00 = (x— em =T+ .. (x— cym -

- (x—aqp)?2 + b3)m=1

Poniendo
ALid [P"(X)]f PO T S <
Qx)  LQ(X) X—a x-a
i A]X s = 81 + ASX + BS

x—aZ+ BT x—a)? + B

donde P;(x) es un polinomio de coeficientes
indeterminados de grado inferior en una uni-
dad de Q(x); bastara hallar los coeficientes por
los métodos ya descritos e integrar término a
termino.

e Ejemplo.

Resolver la integral indefinida W de la funcion
XB—6x"+6x0—-12x°-12x4+27x3-31x2 +6Xx +5

2+ 13 x+2)2(x=-1)
p(x)
g(x)
grar, la descompondremos de la forma

Mﬂ__[mﬁ+8ﬁ+4}2+DX+E]+

La fraccion racional que deseamos inte-

q(x) 02 + 12 (x—2)
F G Mx + N
T T T

Una vez efectuada la derivada, se suman las
fracciones; igualando numeradores se obtiene
un sistema de ecuaciones en los coeficientes
cuyas solucionesson A=1,B=C=D=0, E=
-1, F=2,G=-1,M=3, N=2, por lo que

xt—1
(X2 + 1)2 (x — 2)

W = +2 In|x=1] = In|x =2} +
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Fig. 5 - Kepler estableci6 que los planetas describen érbitas elipticas (arriba) barriendo dreas iguales en tiempos iguales (fig. 2). Fue
observando el planeta Marte como descubrié (fig. 3) que es la elipse la que posee tal propiedad. Estudio también los volimenes de
los cuerpos engendrados al girar sobre la cuerda un segmento circular, a los que llamé citriformes o meliformes (limén y manzana),
Segun girase la porcién menor o la mayor (fig. 4).
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INTEGRALES TRIGONOMETRICAS

I. Para resolver integrales de las formas
Jsen ax + cos bx - dx, Jsen ax - sen bx - dx

y | cos ax - cos bx - dx,
se utilizan las formulas
senax - cosbx = % (sen (a + b) x + sen (a— b) x),
1
senax * senbx = > (cos (a— b) x—cos (a+ b) x),
1
cosax * cosbx = 5 (cos (a+ b) x + cos (a— b) x).
e Ejemplo.
j sen7x - sen3x dx :I—;- (cosdx — cos10x) dx =
—1— endx — lsen10x+ (.
=8 " 20

Il. Para resolver integrales de la forma
J R(senx, cosx)dx,

donde R (senx, cosx) es una funcion racional
(es decir, cociente de polinomios en las varia-
bles senx y cosx), se utiliza el cambio

X
t=1tg — (o sea, x = 2 arctgt)

2
con lo que
senx—-—it— f:(:tsx—1;t2 dx~2—dt
1+ 1+2"77 1+£2'

transformandose la integral anterior en una
racional en la variable t.

: : senx .
°Ejemplos. La mtegraU—J i dx hacien-
dot=tg % tg se transforma en

A
21
1+ ¢
2 4t
/ ’ 2t 1+t2d J(t—1)2(t+1) ”
| VHE

racional que se resuelve segun vimos en F/5-
F/6, siendo

4 ( 2 2
I \t=-12 2+1

-2
)dt= P 2arctgt + C =

i
Yy

ff.
LY

F
i
%
h*

La integral | = J

-------------------------------

dx mediante
2+ 3senx+ 2 cosx el

_ X
cambio t = tg 5 se transforma en

1 1
I—I——_I Y dt——§-|n|1 +3f|+C=

1 X
:—I —_
3 n|1+3tg2|+(1

Este método general conduce frecuentemente a
calculos engorrosos. Veamos a continuacion
algunas alternativas para ciertos casos singula-
res.

l1l. Si R(senx, cosx) = R(-senx, —cosx) , puede
hacerse el cambio

y = tgx (0 sea, x = arctgy)

con lo que
1 d
senx = Y , COSX = ,dx= Y 3
V1 + )2 V1 + 2 Ity
e Ejemplo.
La integral
L= 1 dx
~ | sen2x + 3senx cosx — 4 cos?x

. X
se transforma, haciendo t = tg - €n

£+
= dt
. J—Zt“—3t3+6t2+3t—2
mier:tras que al hacer y = tgx es
da
£ 1 T L -
i
y2 N 3y 4
'1 + y2 T+y2 14y
1 1

Jﬁ+?;_4=1@:;*‘yf4)¢“:

=;—(|n|y—1|—|n|y+4|+C=

[l

o

(In|tgx — 1| = In|tgx + 4| + C =
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Sistema solar
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terrestre
Descomposicion de la luz

Isaac Newton (1642-1727), uno de los mayores genios de todos los tiempos, fue el creador (con Leibr}iz) del c:zilcul? infinitesimal
y descubridor de la naturaleza de la luz y de la Ley de la gravitacion universal. Sus Principios Matematicos de Filosofia Natural han

fundamentado la ciencia moderna y sus métodos.
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IV. Si m, n € Z, pongamos
In = I sen™x - cos"x - dx

Esta integral se resuelve, en general, mediante
recurrencia sobre m y n (formulas de reduc-
cion), lo que se obtiene integrando por partes o
por métodos mas singularizados, como los que
se expondrdn tras un primer ejemplo.

* Ejemplo. /,, = [, = I sen™x dx (m > 2),
al hacer fix) = senm™'x, g'(x) = senx, cosx =
=1 —senZx nos da

Im=|(m=1) I,,_, — cosx - senm=1x|/m.

IV a. Cuando m (o n) es impar positivo, por
ejemplo, n=2k+ 1, serd cos2k+1x = (1 — sen2x)k
+ cosx por lo que el cambio t = senx racionali-
za la integral (cosx = y si m es impar).

e Ejemplo.

J sen8x - cos3x dx= Isengx- (1—sen?x) - cosx - dx =
= [ 801 - ©) dt = (219) - (01/11) + C =
sen?x  senllx

9 - 91 -

IV b. Cuando my n son pares positivos, se sue-
len usar las férmulas

cos?x = (1 + cos2x)/2, sen2x = (1 — cos2x)/2

senx - cosx = (sen2x)/2

 Ejemplo.

Jsen"*x- Cos2x-dx = (1 O C; 52)()20 : COSZX) dx =

2
= ;— (T —cos2x — cos?2x + cos32x) dx =
. X sen2x X send x ¥ sen>2 x o
- 8 16 16 16 48 N

(Usando IV b en el tercer sumando y IV a en el
cuarto).

IV ¢. Si m y n son ambos pares negativos, o
ambos impares negativos, se usa directamente
y = tgx (véase final de la serie F/7).

IV d. Si m y n son pares de signo opuesto se
hace y = tgx, o, eventualmente, se usa en el
numerador sen?x + cos?x = 1 y luego y = tgx.

v e_J‘ dx dx

iy,

“J-""‘-sv-"'mh‘w"rﬁ"ﬂ%%_ﬁr"ﬂx'-wm*’yam\w—w’aﬂh\ﬁ-ﬁ:ﬁ'ﬁkwj%\wfxufﬁwﬂmﬁ%;ﬂ%ﬂﬂm

Tras hacer 1 = sen2x + cos2x en el numerador

por partes se obtiene una férmula de reduc-
cion.

. dx n2 2
e Ejemplo. J; = _ | sen?x + cos2x
sendox

5 ax =
sen>x
COSX
= J; + | cosx — . dx =
sen°x
con lo que, integrando por partes,
COSX 1 COSX 5
Js=J5+ + = # ==
5553 % Zoentx T 4 3 dsenix T & I

pudiéndose proseguir la reduccién.

IV f. Si my n son uno par positivo y el otro
Impar negativo, se utiliza en el numerador
1 = sen?x + cos?x para pasar a tipos anteriores.

* Ejemplo.
senZx 1 — cosx dx dx
z_dx = = —dx= == ,
COS>X COS° X COS2X COS> X

resolviéndose éstas segin IV e.

IV g. Si my nson negativos y de paridad opues-
ta, se pone en el numerador 1 = (sen?x +
+ cos2x)k de modo que 2k exceda o iguale el
grado de senx y cosx en el denominador.

dx (sen?x + cos2x)2
sen2x - cos3x | senZx - cos3x

COSX 2 sen?x
= + + dx
sen?x COSX

Cos3x
que proporcionan tipos ya conocidos.

 Ejemplo. J ax

V. th”x dxy J cotgnx - dx son inmediatas para
n=1,2,ysin>2.se separa del integrando

1 1
2y = . 2y = =
tg., X = cos2x L oA ]
obteniéndose grado inferior.
. E 1
e Ejemplo. | tgx - dx = | tg?x - (coszx_1>dx =
3 ' 3
tg3x - tg2x dx = ’[g:;( —-gx— X+ C.

(reiterando el procedimiento).
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Fig. 1 — Gottfried W. Leibniz (1646-1716)
formulo, al propio tiempo que lo hacia
Newton, los principios del cdlculo infini-
tesimal.
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Fig. 3 — Maquina calculadora de Leibniz.
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Fig. 2 — Muchas de nuestras notaciones actuales, como dx o § (luego ), pro-
vienen de Leibniz. En la foto, una obra espaiiola de 1782 sobre los principios

del calculo diferencial.
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M T e

INTEGRALES HIPERBOLICAS E INTEGRALES
IRRACIONALES

Integrales hiperbdlicas

— X X
Puesto que sh x = o , ch x = e
2 2
el cambio y = e nos da
2 _ 2
5hx=y 1,.{:h)c'=y+T‘.c;b<:i

2 2 y
por lo que cualquier integral de la forma

j R(shx, chx) dx

sera racional en y, con el cambio mencionado.
Por otra parte, el comportamiento de estas fun-
ciones es analogo al de las trigonométricas, por
lo que pueden usarse métodos paralelos a los
descritos para aquéllas, utilizando

sh2x — ch?x =1, shx - chx = s.hz2x ,
<h2x ch2x -1 chix = ch2x + 1 |
2 2
e Ejemplo. Jshzx- ch?x dx=J ch22:—‘l dx =
= Jeho2x - -2 = LJCM’;* - o =
—%sh4x+ ; - z + C

donde el método usado es el de F/8-1V b.

Integrales irracionales

I. Las integrales de la forma

[ (2285 (2Z20) o

donde my/n4, ..., mik/nk son fracciones irreduci-
bles se hacen racionales con el cambio

b
V‘(f;id)

donde n es el minimo comin miultiplo de
M, .-y M. S1 N = n; {IH sera

b)n, -

Un caso particular lo contituyen

m, m,
R(x, xn, mk) dx.

b— dy"

cy'—-a’

ax + b) n:’m yﬂlm Y=

cx-t-d

\"-.-ﬂ\---‘”{\\._. -f'ﬁ" .__,-",n\\\.,__ ff\_‘__/(_ oy

"

ﬁv,_-mmx‘:whﬂ t"‘-,,"’ﬁ RM---...---""'*mm‘‘-k-a-(n“"’-‘hk\»-,t""" MMW m%Wﬁ,ﬂ WN b .f'ﬂ%‘h.fmwm-f“\\w'

X

\/3x+1—'Vx+1
x+ 1=y conloque x=yo—1, dx=6y5 dy.

* Ejemplo. En l:j dx hacemos

I—J‘yyb S 65 dy = %J P gy
37 y‘” y )
—#6( 6 5 +i4>+C=

4
(x + 1)6
9 + 3 + ...+ i ]+C,

I1. Integrales | R(x, Vax2 + bx + c) dx.
Il a. Si a > 0 el cambio

Vax2 + bx + c = Vax + t

conduce, tras elevar al cuadrado, simplificar y
despejar x, a un racional en t.

Il b. Si ¢ > 0 el cambio

Vax2 + bx + c = tx + V¢

proporciona una racional en t, tras elevar al
cuadrado, simplificar y despejar.

Il c. Cuando a<0, c<0, sies
ax? + bx+ c=alx-a) (x-p)

el cambio siguiente da una racional en ¢

Vaxz + bx + c=Valx - o) (x - B)

=(x—o) t

X

VX2 + 4x - 4

dx

e Ejemplo. Para hallar k =j

haremos VX2 + 4x — 4 = x + t, con lo que

£+ 4 8t— 2 + 8
= = dt
G T - HE8 (4 — 212
- 2+ 4 4t— 2 + 4
2 — 4 = = = :
VR4 Ax—4 =x+ b= =aiiti=— o =5
i
2+ 4
4-2t 8t— 2 + 8 1|2 +4
k= dt = —dt=
At— 2 + 4 (4-20? 2 J(t=2)
J 4 -2t
t 4
= — — — + C
> + 2 In|t— 2] —

donde haremos t = Vx2 + 4x—4 - x.
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Fig. 5 - Capilaridad.

Carl Friedrich
Gauss
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Fig. 2 — Curvatura de las superficies.

Fig. 1 — Carl Friedrich Gauss (1777-1855), lla-
mado Principe de los Matematicos, es conside-
rado como uno de los mayores genios de la
humanidad junto con Arquimedes y Newton.
Estudié las formas cuadraticas, la constructibi-
lidad de poligonos regulares, la capilaridad, el
magnetismo, la telegrafia, los minimos cuadra-
dos, la teoria de los errores... y en general tuvo
influencia en todos los campos de la astrono-
mia, la matematica y la fisica. T . = _
Fig. 3 — Telégrafo Morse, al cual se llego gracias a estudios hechos por
Gauss, entre otros.

Fig. 4 — Curva de Gauss.

e —
== -

Fig. 6 — El poligono de diecisiete lados también es construible.
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donde P, (x)

l1l. Las integrales j LX)
Vax2 + bx + ¢

es un polinomio de grado n, son subcaso de II;
también puede ponerse

J P.(x)

Vax2 + bx + ¢

dx=P,_; Vax2 + bx +c +

J dx

+ o

Vax2 + bx + ¢

donde P,_; es un polinomio indetermnado de

grado n — 1, cuyos coeficientes se hallan deri-
vando (o. también).

3
x> + 1
dx hacemos

e Ejemplo. Para hallar K =J‘
x2 + 1

Jx3+1
dx =
VX2 + 1

dx
VX2 + 1

—(ax2+bx+c)\/x7—+1+al

que al derivar nos da

x3 + 1
Vx2 + 1

=Qax+b) V x2 + 1+

X o
+
Vxt+1 Vxt+1
con lo que, multiplicandolo todo por V x2 +1,

+ (ax2 + bx + ¢)

1
se obtientea=— b =0, c= 2,{1:1
3 3
Por lo tanto,
2 _
k=2 . x2+1+.[ ] dx =
3 X2 +1

e
== 32 Vx, + 1+ arg shx + C.

: dx
I, Las mtegrales." se

(ox +B)" Vax2 + bx +c

transforman en las 1l con el cambio previo
(ox + B) =t 1.
IV. Las integrales Ilamadas binomias

J XM (a + bx")PdXx,

donde m, ny p son fracciones irreducibles, se
integran elementalmente en los casos siguientes:

N T e T

s
""%‘5‘ 1wr/.'

wiicyy
y

#

i

1V 3. Cuando

IV 1. Cuando p € Z, pues haciendo x" = ¢t se
pasa al tipo irracional I.

IV 2. Cuando Lt

e Z, haciéndose entonces
a + bx" = 4, siendo q el denominador de p.

m + 1

n
ax-"+ b = 19, siendo q el denominador de p.

+ p € Z, haciéndose

3
x2 \/] +V/3
VX3

e Ejemplo. La integral j dx

puede escribirse de la forma

i - 10
s=[x2(1+ )7 dx
tratandose de una binomia con

e pe s o L Wl
=g =T pE T

ue se trata de IV 2. Haciendo B8 =

/

por lo

= (1 + xz> tendremos

o it
2 =38 i Acbe=a ot

4

ke 2. | L
x 2dx= x*-x 4dx=(8-1)-4¢8 dt,

por lo que

4t
5=J(r3 1) - 42 'dt:7—t4+ C.

, . 3
donde solo resta sustituir t= \/1 +V3.

V. Las integralesz(x, Vax2 + bx + C) dx, si se
escribe el radicando como suma o resta de cua-
drados, se transforman en

V1. R(y, Vm? - yz) dy

V2. _- R(y, Vm? + yz) dy

V3. | R(y, Vy2 - mz) dy

que se pueden resolver, respectivamente,
mediante

V1.y=msenzo y= mthz
V2. y=mtgzo y=mshz

V3.y=mseczoy=mchz

ATLAS DE MATEMATICAS
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Bernhard Riemann (1826-186 Augustin Cauchy (1789-1857)
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F'g-_ 1 — Personalidades del mundo de las Matemdticas, que, aparte de sus otras importantisimas contribuciones a esta ciencia,
tuvieron especial papel en el desarrollo del cilculo integral.
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Integracion

APLICACIONES DEL CALCULO INTEGRAL
Areas planas

Segln vimos, la integral Ib fix) dx nos da la
suma algebraica de las dreas de las regiones
limitadas por la curva y = f(x), el eje de absci-
sas y las verticales x = ay x = b, computando-
se como negativas las de las zonas bajo el eje,
por lo que habrd de integrarse en cada interva-
lo en que fno se anule y tomar el valor absolu-
to del resultado.

o Ejemplos. El drea que encierran el eje y una
semionda de y = senx es (fig. 1)

s |
J senx dx = [—c:.osx] =1 +1=2
0 0

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Hallemos el drea entre x=0,5 y x = 6 limitada *

por el eje de abscisas y la funcion

-8x2 +17x-10
fix) = 3 |

Como en [0,5, 6] la funcién corta al eje en los
puntos de abscisa 1,2y 5 (fig. 3), hallaremos el
area en cada segmento. Al ser primitiva de f(x)
Fx) = x -8 Inx = (17/x) +
F0,5) = -3,0451774, F2) - K1) = 0,204823,
F5) — A2) = -0,280326, F6) — A5) = 0,046982,
cuyos valores absolutos sumamos para obtener
el drea 3,5773084. En cambio

6
Jg 5 ﬂX) dx = o) - F(0f5) = —-3,0736984.

El drea de una figura limitada por y = fix) e
y = g(x) y dos verticales x = a, x = b, sera el
valor absoluto de

b
Ja (fx) — g(x)) dx
calculada como diferencia de las dreas bajo ellas

(fig. 2); del mismo modo se halla el drea ence-
rrada por las curvas si se cortan en puntos de

abscisa a y b, teniendo en cuenta que si se cor- /

tan en puntos intermedios habra que calcular
varias integrales y sumar sus valores absolutos.

(5/x2) se tiene H1) — ¢

debiendo restarse varias de estas expresiones si

es necesario, por ejemplo, si los radios cortan
en mas de un punto.

' , 2 2
* Ejemplos. El drea de la elipse -V es,

usando la simetria (fig. 6),

s-4) Vi B e nat

tras hacer x = a - cost y usar F/8-1V b. Obsérvese
que para a = b = rtenemos una circunferencia.

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

El drea de la luneta limitada por las curvas

y x2 e y = x3 entre los puntos de abscisa 0 y
1 (fig. 4), es

llllllllllllllllllllllllllllllll

El area A limitada (fig. 5) por las curvas y = senx
e y = cos2x entre m/6 y 3m/2, al haber un punto
de corte intermedio en x = 5n/6 la hallaremos
mediante

5n/6
J (senx — cos2x) dx =
/6
_ ., . 5m/6 A/
= [—{:osx— SENX ] =3 ——— ’ '
2 /6 2
sen2x 132 313
y COmo [—msx—- > 151:!&- =1~ 4 <0,
Aml 23 ¥ 34 2 1= D087,

lllllllllllllllllllllllllllll

Si una circunferencia de radio r rueda sin des-
lizar sobre una recta, su punto de contacto ini-
cial describe, hasta volver al eje, una cicloide
(fig. 7), cuyas ecuaciones paramétricas son

x = r(t—sent), y = (1 — cost),

con lo que el drea encerrada es

Fig. 3 — Hay que tener en cuenta el signo de la funcién al calcular el area de la mtegral deﬁnlda

Fig. 4 — Area de una luneta.

S O

R =L — = F

Fig. 5 — Area entre dos curvas con cambio de signo.
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Si la curva y = f(x) viene descrita paramétrica- |
mente por las ecuaciones x = o(t), y = p(f), la
integral que nos da el drea seria

J:y dx = ]:2 o0 - (8 - it

1
donde t; y t, son tales que o(t;) = a, o(t,) = b.
En coordenadas polares, el drea limitada por la |
curva r = flg) y los radios de argumento ¢, y ¢, es

1 I‘PE ; es 2 [——1 J a2 (1 + cos®)? d(p] i nta.
r< - 0

27
T=] 1 — cost) - 1 — cost) dt = 3mr2
0

(tras usar F/8-1V b)

llllllllllllllllllllllllll

El drea encerrada por la cardioide
= a(1 + coso) (fig. 1 de F/12)

e ‘ |||T
| T||'| IJ_"'J'II

Fig. 6 — Area encerrada por la elipse.
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Longifud. Calculo - ,q-
de volimenes F /12

v X

Integracion

La seccion a altura z (fig. 6) tiene area mab
(€2 ~ 22)/e?

por lo que el volumen es

Longitud del arco de curva

\\

La longitud del arco de y = fix) comprendido
entre los puntos (a, fla)) y es (b, fib)) es

A\

¢ mab (c? - 2) 4
| 5 dz =% mabe

(Si a= b = ¢ = rseria una esfera.)

b
L=J V' 1+ (y')2 dx.

Si la curva venia descrita por x = o(f), y = p(1)
basta sustituir para hallar

A\

A\

f= f \/(G;(ﬂ)g + (0'(0)2 dt Volumen de cuerpos de revolucion
1

donde o(t;) = a, o(t,) = b.

En coordenadas polares, la longitud de r = flg)

entre los radios de argumento @; y @, es

\)

Al girar la figura limitada por y = fix), x=a, x =
b, y =0 en torno al eje de abscisas o al de orde-
nadas, se obtienen cuerpos de volimenes res-
pectivos b

Vx=j.y2 dx, Vy=2'ﬂ:J xy dXx.
d

\\

o Ejemplo. Entre 0 y 1 la pardbola y = x2 gene-
ra al girar en torno al eje y un tronco de para-
boloide de revolucién (fig. 4), cuyo volumen es
1 40w
X X2 - dx=2mx [~4—]_0

e Ejemplos.
La longitud del arco de la pardbola y = x* entre
0,00y (1, 1)es

vy

S —

=2[ i
= 2

:
p= J ; V1 +(@2x2 dx. Al girar en torno al eje x, se origina un cuerpo

trompetiforme (fig. 3), cuyo volumen serd

con lo que, haciendo V1 + 4x2 = 2x + t, como

1
se vio en F/9-1l a., se tiene p = 1,478929. X° 7

(@ dx=n[] =%

Vx=nj -

0

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

La longitud de la cicloide (F/11) es

Area lateral de una superficie de revolucién

Al girar alrededor del eje de abscisas el arco de
la curva y = fix) entre (a, fla)) y (b, f(b)) se obtie-
ne una superficie de area

27
j V12 (1 — cost)3 + Psen?t dt =
0

I

W 270 t
2 rj sen—z—dt= 8r.

--------------------------------

La longitud de la cardioide (fig. 1) de ecuacion
r=a(l + cosQ) es

T
L=2 L} \/a2sen7—(p + a2 (1 + cos@)? dp =

mmmmMmmm

b
A= QnJ. W+ (y)2 dx

Si la curva viene descrita paramétricamente por
x = o(f), y = p(t) con a(ty) = a, olty) = b, es

L

AN NN YWY W NN NN

b

T

A= 2::] o) V(G0 + (p'(D)? dt
4

e Ejemplos. El drea M de la cinta generada por

T
=2aj ZCOS(pd(pzf-}a‘ t
¢ _y=\/§al girar entre 2y 3 €s (fig. 5)

2

111

N P
M:gnj Vx+ V14— dx=10,405042.
2 X

({

Voliimenes por secciones

Si de cada seccion de un sélido, paralela a uno

--------------------------------

([

de los planos de t:i:?:orde:n::ldas,r por ejemplo, el Las ecuaciones paramétricas de la esfera de
Xy, se conoce elb area flz), el volumen entre radio r son x = r cost, y = r sent, por lo que su
z=ay z=bes| fiz) dz resultado claramente  : .0 s -
relacionado con el Principio de Cavalieri (F/5). . *=
e Ejemplo. Hallar el volumen del elipsoide A= ?_nj rsent- V 2 sen2t+ 12 cos?t - dt = .

X2 yp_ 72 : — 27T {_ cogfr = 41002, \ Fig. 5 ~ Area de una cinta. Fig. 6 — Volumen por secciones de un elipsoide.

5+ i T 1. v

a b2~ ¢ ™
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Infeqgracion

Centro de gravedad. Teoremas de Pappus-Guldin

Las coordenadas (x, y,) del centro de gravedad

de un arco de curva y = f(x) desde (a, fla)) hasta
(b, f(b)) son

b
3 ja yV1 + (y)2 dx

b
L,x\/1 + (y")? dx
X, = ) Vg = i

5 L

donde L es la longitud del arco.
Las coordenadas (x4, y,)

de la region plana de area S limitada por
y=1fx), y=0, x=a, x=b, son

lz"E 2 dx

Jb
xvd
: yyfygz S

g S

ficie engendrada al girar un arco de curva plana

Il. Si f no esta acotada en ningtin entorno de ¢
e(a, b] y es continua en [a ,c)(c, b], definimos

b . C—e b
L f(x) dx =JES ) fix) dx + JHE fx) dx] ,

integral llamada convergente de existir y ser fini-

\ to tal limite. Puede aplicarse la Regla de Barrow

del centro de gravedad |,

con cualquier primitiva de £, para x # .

Si, para x — ¢, fix) es un infinito de orden m, la
anterior integral converge cuando m < 1 y
diverge si m> 1.

Las integrales de I y Il son llamadas, respectiva-
mente, impropias de primera y segunda espe-
cie, habandose de tercera especie en caso de

% concurrir ambas situaciones. Siempre valdran:
- Criterio de comparacién. Si |f(x)| < g(x) y con-

el producto de la longitud del arco por la de la

circunferencia descrita por su centro de grave-

dad.
Segundo teorema de Guldin. El volumen

, } verge la integral de g, también converge la inte-
Primer teorema de Guldin. El drea de la super- ¢ 5

gral de . Si 0 < h(x) < fix) y la integral de h

: _ J diverge, también la de
en torno a un eje coplanario que no lo corta, es

Criterio del cociente. Sea f(x) - gx) 20y
lim (fx)/g(x)) = &, donde p = c en el Caso I, y

| W x—oP

a un eje coplanario que no la corte, es el pro- /

ducto de su area por la longitud de la circunfe-
rencia descrita por su centro de gravedad.
Aunque en el caso general debera hallarse el

p =+ en el Caso |.

;:? a) Si oo # 0, o0 # =, las integrales de f(x) y 8(x)
engendrado por rotacion de una figura en torno

convergen o divergen ambas.
b) Si o = 0y la integral de g(x) converge, la de

3 f(x) también.

centro de gravedad mediante las anteriores for-
mulas, a veces consideraciones sobre la simetria /

de la figura acortan notablemente el calcuio.

e Ejemplo. Una circunferencia C de radio rgira |
en torno a un eje que dista R de su centro
(R > ), engendrando un cuerpo llamado toro /
(fig. 1). Por simetria el centro de gravedad de
circulo y circunferencia es el centro de C. El ¢

area lateral del toro y su volumen serdn
A =2nr (2nR) = 4m?rR,

V=mnr (2nR) = 2n2r2R.

INTEGRALES IMPROPIAS

I. Si f(x) es continua en [a, +%], definimos

J:mﬂx) dx = lim Jr fix) dx,

r—+%4a

integral impropia denominada convergente si

el limite existe y es finito y divergente en caso

contrario. Analogamente se definen

jb fix) dx vy J

— o0

+ 20

fix) dx.

En particular, si para x = %, fix) es un infinité-

simo de orden m, la integral |""f(x) dx converge
sim> 1y diverge si m<1.

c) Si o =y la integral de g(x) diverge, la de f(x)
también.

1 1
e Ejemplos. J Inx - dx = lim J lhx ~ dx =
0 e—=0 ‘e
1

= |lim [x- Inx—x} =—]
e—0 >

por lo que es convergente (area en fig. 2).

jz dx
0o (x-1)2

. -e dx 2 dx ]_
LI—T}“:J (X—-1)2+ l1+&= (x =1)° -

es decir, diverge (fig. 3).

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

e dx i
= |lim |arctg x| =T,
J—m 1 + Xz r——H-OG[ g ]_r

convergiendo, por tanto (fig. 5).

- w
-----------------------------

1 -
A— pe 4 -
b dx (fig. 4)
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Fig. 1 — Toro.

Fig. 3 — Area no finita.

Fig. 5 — Area no finita.

Teoremas de Guldin.
Infegrales impropias

Fig. 2 — Area finita.
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INTEGRACION NUMERICA

Cuando la integral [” fix)dt no puede calcularse
mediante primitivas, ni como limite de sumas
integrales, se recurre a métodos de evaluacion
aproximada.

Método de los trapecios. Consiste en subdividir
el intervalo [a, b] en n subintervalos

IX{}'_; x‘l]r [X'[r ler senp [xn 17 Xn]r
de igual longitud & = x;, { — x; = (b—a)/n

y en cada uno de ellos, poniendo f(x;) = y; susti-
tuir el arco de curva desde (x;, v;) a (X; 1, Vi +1)
por la recta que une estos puntos. Sumando las
areas —con signo— de estos trapecios (fig. 1), se
obtiene la aproximacién

(0 dx=8 (L0 y s ry, )

Si M = max|f”(x)| en [a, bl,
el error absoluto, E, se puede acotar mediante

o2
Eﬂﬁ(b—ﬂ) M.

Para conseguir un error inferior a & habra de /

tomarse n > bg 2 donde & se habra tomado
previamente de modo que cumpla & < B 1_2; T

i /
* Ejemplo. Hallar A = LT dx con error inferior
a 0,015. |

" X2 — o
Como (i) g Mk 2 - X< 2¢e?
X / X

et [ 21, erd B2 = ‘22’2015 ~0,0121, porlo

que podemos tomar & = 0,11, con lo que

n2 o= =909y bastard hacer n = 10. Sera
e ez 31,‘[ 61,2 .e] ,.4) .f
A=0,11 (2 + 2 - 17 - 12 + ...+ 19)°
= 3,366719,

con error inferior a 15 milésimas.

Método de Simpson. Consiste en reemplazar el
arco de curva por arcos de parabola (fig. 3).
Entonces, si n es pary

T=yo+yYn, I=y1i+y3+...+¥n_1,

P=}’2+Y4+...+yn__2

ATLAS DE M

se tiene
0 )
[aﬁx) dx = = (T + 41+ 2P,
con error
Fgihan
siendo N = max |fV(x)| en [a, b]. Tomando
§4 < 180c¢ b-a

'“(b—a)N"nz 5 ,
el error obtenido no excede ¢ .

* Ejemplo. Hallar In2 con error inferior a una

* millonésima.

Buscaremos, por el Método de Simpson,
2
1
j —=dx.
1 X
Como fV(x) = 24 x> < 24, habra de ser

. 180-106
L o = 0,000075

con lo que 6<0,093, n<-(%— = 11,1 y tomaremos

n=12,8=1/12 = 0,83, obteniendo los puntos
Xn =1, x; = 1,083, % =1,16, Xy = 1,25 y asf
sucesivamente hasta x;; = 1,916, x;, = 2. En
este caso es y; = 1/x;, con lo que
T=1,51=4,1488916, P = 3,428867

0,083

3 (T+41+2P)=0,693147.

y es In2 =

Método de Taylor. Consiste en de?rsarrollar: fix)
por el método de Taylor hasta el grado n, e inte-
grar término a término. Naturalmente, si acota-

. mos por K el resto enésimo, tendremos un error

e Ejemplo.
1

l;ex2dxzj0(1+x2+__;_+m+%)dx=

1 1 i 1
Tt et -t 94l

= (1+ ) = 1,4618.

Como R, = z—?- x10 en [0, 1] podemos acotar el

error cometido por

< 0,0021.

1 e
e s]om,,(xn dx <

Integracion o ;4.
numerica © °

T T Y Y Y

Fig. 1 — Suma integral.

A\

S e
T, e [ R

Fig. 2 — Método de los trapecios.
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Fig. 3 - Método de Simpson.




Infegracion

SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES:
DERIVACION E INTEGRACION

Proposicion. Si {f,} es una sucesion de funcio-
nes derivables tales que {f’} converge unifor-
memente a g en (a, b) y en algin x, € (a, b)
{f,(xo)} converge, entonces {f,} converge unifor-
memente en (a, b) hacia cierta f que, ademas,
cumple '(x) = g(x).

Proposicion. Si {f,} es una sucesion de funcio-
nes integrables que convergen uniformemente
a f en [a b], entonces f es integrable y
{ ] Xf(0dt} converge uniformemente a | * fit)dt.

Proposicion. Si 2, f,(x) es una serie de funciones
derivables tales que 2 ' (x) converge uniforme-
mente en (a, b) y en algin x, € (a, b) X f.(xp)
converge, entonces 2 f,(x) converge uniforme-
mente en [a, bl y X f,(X)'=2 ) (x).

Proposicion. Si 2.f,(x) es una serie de funciones
integrables que converge a fen |a, b], entonces
f es integrable en [a, b] y

b b

fix) dx =3, [ £ () dix.

Proposicion. La suma de una serie de potencias
2 a, (x — xp)" es derivable e integrable en su
dominio de convergencia absoluta, siendo su
derivada y funcién integral las sumas de las
correspondientes término a término.

Series de Taylor

Entre las series de potencias tienen singular
interés las de Taylor: si f es infinitamente deri-
vable en a, la serie
s
1
nz1 fil
se llama serie de Taylor de fen a. Tal serie con-
verge hacia f{x) solamente cuando la sucesion
de restos enésimos tiende a 0. Cualquier serie

de potencias convergentes es, precisamente, la
serie de Taylor de su funcién suma.

(x —a)n

Series de Fourier

Condiciones de Dirichlet. Si f es una funcion
de periodo 2P, definida en [0, 2P, salvo quizas
en un numero finito de puntos, tal que fy ' son
continuas en [0, 2P] salvo (salvo en finitos pun-
tos), entonces la serie trigonométrica (o de
Fourier)

/

.bn:‘

2 x>0

'gg-{-z (an COS n:X

nz1

TNX
+ b, sen )

P

cuyos coeficientes son

2P
TTNX
fix) - cos
/0 P

2P .
f(x) - sen
10 P

converge hacia fix) si fes continua en x, y hacia
1

- dx

- dx,

(lim fix) + lim f(x)) en caso contrario. Los
x—07F

limites de integracion 0, 2P pueden sustituirse
por k, k + 2P con k € R cualquiera.

Criterio integral para series numéricas

Proposicién. Si f es positiva y decreciente en
[1, +) la serie 2 fin) converge si y sélo si es

+00
convergente la integral [1 fix) dx.

* Ejemplos. La serie de términos positivos
decrecientes 2 n - 2-" converge, pues

il - : xIn2 +17r
l1x-2de-!ﬂm[— 2XIn2 2 ]1=
1 +1In2
~ 2In22

La funcion fix) de periodo 2w definida por
y = xen [-mx, n] (fig. 1) tiene el siguiente desa-
rrollo de Fourier, cuyos coeficientes han sido
hallados mediante las condiciones de Dirichlet,

fix) = :12—- senx — % sen2x + ... +

2
+ i (= 1)1 sennx + ...

El desarrollo en serie de potencias de arctg x es

Yy tedioso, pero como

(/=) =1+ x+ X2 + ...+ X"+ ...

converge en |x| < 1, cambiando la variable por
—x2, e integrando, en (-1 ,1) sera

LI S PR SR g T
1 + x2
X3 x5 (_1) n
arclg X=X~ == mpm b e A o
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Funciones hiperbolicas
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g Fig. 1 — Funcion periddica.

e Al

Fig. 2 - Joseph Fourier (1768-1830).

T il P e L e B =
i o " A . f =
s o Mg .

Fig. 4 — Los cables suspendidos por sus extremos adoptan la forma de una catenaria, que es la de los cosenos hiperbélicos.
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— Ejercicio A/1-1. Demuéstrese que si la fraccion racional p/g (p y g primos entre si) es una solucién
N de la ecuacion polinémica ag + a;x + ... + a,x" = 0, donde cada a; es un entero, entonces p es divi-

sor de ag y g es divisor de a,,. Apliquese este resultado para demostrar que V3, ¥/7 y V2 + V/5 son
nameros irracionales.

Si p/q fuera solucion, tendriamos ag + a;(p/q) + ... + a,(p/q)" = 0, con lo que, multiplicando por g,
a,p" + a, 1p1 + ... + a;p g+ + ag gq" = 0, de donde

Y v

anp” =—q (an~1p”_1 + ... F a{}qnq)r aﬂq” =—P (a1qn—T Tt 3nP”F1)-

= En la primera vemos que a,p” es multiplo de g, con lo que ha de serlo a,,, pues p es primo con q.
=~ Andlogamente en la segunda a, es multiplo de p por serlo ayg.
Ahora vemos que x? — 3 = 0 no tiene solucion racional, pues ésta habria de tener numerador +1 o +3

¥

(divisores de ay = 3) y el denominador +1 (divisores de a, = 1), pero ~1, 1, -3, 3 no tienen cuadrado
3. Del mismo modo se ve que \Vj_e Q considerando x3 — 7 = 0. Finalmente, si V2 + V5 = x, ele-
vando al cuadrado, X2 =7 +2 V10 0 sea X2 — 7 = 2 V'10; elevando al cuadrado x4 — 14x2 + 49 = 40,
osea x* — 14x2 + 9 = 0, que sélo podria tener las soluciones racionales +1, +3, +9, ninguna de las
cuales cumple la ecuacion, de donde resulta lo propuesto.

i

/

Ejercicio A/3-1. Resolver la ecuacion x* — 4x + 13 = 0. Descomponer en C el polinomio de la
izquierda.

v

. 4 +V16 -4-13 4 + V/-36 4 + 6 .
Sera x = > = > = 5 =2 + 3i.

Tendremos x2 —4x + 13 = (x—2)2 + 32 = [x— (2 + 3)] [x— (2 — 37)]. El polinomio carece de raices
reales, por lo que no admite divisores de grado 1 con coeficientes reales, pero si con coeficientes
complejos.

W

Ejercicio A/3-2. Hallar V'r, en forma polar. Apliquese para descomponer (en R) el polinomio x* + 1.

Si una solucion es sz, ha de ser (sp)" = r, 0 sea s” = r, n — o = 2kz. De ello resultan como argu-

. a o 2t o 271 o  2n
S pOsi + 0 IR
mento posblesn,n+ e = 2, s traes

raiz enésima real y positiva de r.
Para descomponer x4 + 1, resolvemos x* + 1 = 0. Serd x4 = -1, x= V-1 = V1, por lo que x = 1.,
X = T34 X = l5pa, X = 154. Asi pues

W

(n—1) y el médulo ha de ser s =\/r, la Unica

W

w

X1 = (= Ty) (X = 170) (X = T34) (X = T5) =

B (b (- e e N - -
= [ ] [fxs Y et = - vEx s ) (o T4

|

A

Ejercicio B/1-1. Estudiar la monotonia (crecimiento y decrecimiento) de la sucesién de término

/n+3
2n + 1

Los cinco primeros términos de la sucesion son

general a, = , asi como su acotacion.

A \

10 17 24 31 y 38
3 “ 5°'" 7" 9 11
mayor que el anterior, lo que sugiere que comprobemos si es creciente:

, cada uno de ellos

- . 7 /n+3 /n+ 10
g a, < a,,; equivale a Nk 3y o LM NF B s < ;
2n + 1 2n+1)+1 2n + 1 2n + 2
..n'-*
g ‘a‘ i - ::: o B ;;. ". L
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al ser los denominadores positivos para todo n, podemos multiplicar por ambos los dos miembros
de la desigualdad, sin que ésta altere su sentido, con lo que a, < a,,; equivale ahora a (7n + 3)
(2n +2) < 2n + 1) (7n + 10) es decir 14n? + 20n + 6 < 14n2 + 27n + 10 que simplificada es
0 <7n+ 4. Al ser esta dltima cierta para todo n € N, lo mismo ocurre con la primera de la cadena
de desigualdades equivalentes, luego la sucesion cumple a,, < a,,_; V n, siendo estrictamente cre-
ciente.

Como sus términos son todos positivos, tenemos la acotacién 0 < a,,. Para n muy grande 7n + 3 es
muy parecido a 7ny 2n + 1 lo es a 2n, lo que sugiere que a, serd muy semejante a 7/2. Parece,
/n+3
2n + 1
vez, equivalea 7n+ 3 <8n+ 4 y éstaa 0 < n+ 1 que se satisface para todo n natural, con lo que
0<a,<4V ne Ny lasucesion esta acotada.

pues, razonable, intentar demostrar la acotacion a,, < 4. Ello equivaldria a < 4 que, a su

3n+5 . oo 3 )
FP tiene limite e Hallese el lugar a

partir del cual los términos de la sucesion difieren del limite en menos de 0,000001.
La sucesion crece estrictamente, manteniéndose todos los términos por debajo del limite. Queremos

Ejercicio B/1-2. La sucesion de término general ¢, =

3 : 3 3n+5 i
que —— =y < 0,000001, es decir T i < 0,000001, lo que podemos escribir
3(n+3)-3n+5) . )

s < 0,000001 o también e < 0,000001, lo que equivale a 0,000001 <n+3,
es decir 1000000 < n + 3, lo que sucede desde n = 999998 en adelante.
Obsérvese que la diferencia % ~Ch= — l 3~ aunque se hace menor que cualquier nimero

previamente escrito, por pequeio que sea siempre es positiva. Es decir, los términos se acercan al
limite tanto como sea imaginable, pero nunca lo alcanzan.

Ejercicio B/2-1. Hallar lim [\V9r — n + 3/2n2 + 3n— 1))
Para resolver esta indeterminacién oo/co dividiremos numerador y denominador por n? que es el
mayor grado presente,

Vot —n+3 \/9_ 1.3
4_ 2 3
lim VOnt—n+3 = lim L = lim 2 T
2n? +3n-1 2n? +3n-1 3 3. ool 2
n? n n2

Ejercicio B/2-2. Calcular lim 2n-V4n2 —3n + 2).

= 4 ' 4n?2 —3n + 2
o (20 = VAT Bs ) = lim 2280 =303 S S

2n+V4n2 -3n+ 2
3n-2

4n2 — (4n? - 3n + 2)

= |lim = |im =
2n + V4n2 -3n+ 2 2n+V4n2 -3n+ 2
2
, 3= n 3 3
= lim F ey
3 2 +
2+\/4_T+7

A
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Ejercicios resueltos
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Ejercicio B/2-3. Hallar lim e, lim (\/3/2)7, lim (<\/2)7, lim (<\/0,5)".
im e" = +o0, pues e > 1. Como 0 < (V3/2) < 1, lim (\V3/2)n = 0. Al ser V2 >1, es lim (V2)n = +oo,
im (=\V/2)7 = o (sin signo, por irse alternando en la sucesiéon). De 0 < V0,5 < 1 llegamos a

im (<V0,5)" = 0, donde el signo hace que la tendencia a 0 se haga «saltando» de positivos a nega-
tivos y al revés.

Ejercicio B/2-4. Calcular lim 44 - n/4 + 0 |im 16 + 3/2n + 1) [im (,12*' ’; )”’Z y lim 250/Gn +2)
lim [n3/(5n3 + 7)]G - V4 ) *

R:ecordemos que estos |imites se resuelven con lim (a,b) = [lim a,]lim b, siendo indeterminados tan
solo 09, &0 y 1. Asi pues,

lim 44 - M4 +n) = 4= = 0, lim 16(+3/2n+1) = 1612 = 4 |im (;:; n )”2_-. 0+ = 0
+ 3 !

lim 25nY3n+2) = 2+ = 4o |im ( n’

)(3 - )4 - n) 1 \+e°
5m +7 (

Ejercicio B/2-5. Determinar lim (7n = )jn_ o

/n+3
Se trata de una indeterminacion del tipo 1=. Entonces

lim (7”_2)3“5 = |lim (1 = )(3n—5)= lim (1 +

—
—

\7/n+3 / -5
7n1+3 ) 5 \7n+3(3”+5])
-3

7n+ 3 L

i (=330 = 5) 15
=€ ( 7n+3 )=e -

n-2n+1

Es indeterminacion del tipo 1=. La divisién polinémica de n2 —5n + 6 por n2 — 2n + 1 nos da cocien-
te Ty resto 5 — 3n, por lo que

Iim( P _5n+6 \(M+6)/(n+1)
n-2n+1 )

Ejercicio B/2-6. Hallar lim ( N —5n+6 )(nz el

e (1 + 5—-3n )(n2+5)f(n+1) _

P -2n+1

'I' ; B 154 n-=2n+1 ( 5-3n n’z+5) el —3n +5n2-=15n+ 25
Im + 5-3n m=-2n+1 "~ n+1 = elim 3R =] = e3
( n2-2n+1 ) " o i
Ejercicio B/2-7. Hallar lim v/n.
a, n

= |lim

Consideremos la sucesién a, = n. Como a, > 0V n, y lim

: = 1, aplicando el
criterio de la raiz, tenemos lim /n = 1 n-1

n -1

Ejercicio B/2-8. Hallar lim y/n!
Consideremos la sucesién a, = n. Se tiene lim a,, = +o. Aplicando ahora el criterio de la media geo-

meétrica,
lim ¥/nl =«/a; - ... - a, = +eo

L] . [ ¥ !
Ejercicio B/2-9. Hallar lim ._nn. ;

El If'mite del numerador es +oo, seglin se ha visto en B/2-8, luego estamos ante una indeterminacién eo/oo
Aplicando la férmula de Stirling, se tiene
e-—.[ n-: (21:)].;2.” - n1f2ﬂ 'I

n! . Xen.pn.(2un)172 .
n n n e

i/

lim

donde se ha hecho que lim n'/2n = |im (n'/n)1/2 = 1122 = 1, usando B/2-7.
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Ejercicio B/2-10. Calcular lim Lo :3 Gy Ik - Ejercicio B/3-5. Estudiar la convergencia de X - _12n :
Consideremos las sucesiones {a,} y {b,} definidas por a, =12+ 22+ ... + n2y b_ = n3. Ambas diver- . B o2 ; 1 1 1 :
gen a +eo. Ademds o Como la sucesion {?} es decreciente, 2, TR 220 o 2, -~ convergen o divergen ambas,
i @n=ang _ o (12+422+...+m)—-(12422+ ...+ (n-1)?2) _ i 2 - \I por Criteriq de Knopp. Pero esta tltima es la serie armonica, divergente, con lo que también diver-
By~ By m—-(n-1)3 3 —3n+1 3 P r ge la estudiada.
. o I P 5 o oy I
por lo que, aplicando el Criterio de Stolz, lim 5 =3 quees el limite buscado. _ o _ _ _ in i
" k L Ejercicio B/3-6. Estudiar la convergencia de la serie X ( 71 )3 :
e I Aplicando el Criterio de la raiz:
G e : : : /n-—=2n+3 | |
Ejercicio B/3-1. Estudiar la convergencia de la serie . : P " An \3n1 4n \GBn-1/n 14\3 64
3m + 50— 2 e im\” ( ) = lim ( ) = (—) == <1, luego la serie converge.
Haciendo cociente comparativo con la armonica !I /n— 1 /n—1 7 343
lm [( /n?2-2n+3 )/(l)] o Ty 2B =205 4 50 . 7 rE -
3 _ / .
30 +5n -2 it 30’ +5n-12 3 _ \I Ejercicio B/3-7. Estudiar la serie 2, (-1)n+! (2n it 11)n‘
éste es un real no nulo, luego ambas tienen el mismo caracter, y la serie estudiada diverge. !E L n +
‘I Se trata de una serie alternada en la que, si a, es un término enésimo, {|a,|} = g’nin es decreciente,
- - = —i 2 l - .. ‘ _ e 1 1. [y T ‘I n=
Ejercicio B/3-2. Estudiar la convergencia de la serie 2 (1 2 5 3 ('4(‘1!'?)3)) : |E i y lim a, = lim (-1)"* <2n - 1) 0, luego converge.
Utilicemos el Criterio de Raabe. Como )E l
S T 2 .E. . (4pn— 32 2 . h" _
dagfds= (14 -58 (;4nn++;)) )/( jl,g — Eig_;;) = ( ig:l ) | I Ejercicio C/1-1. Hallar los dominios de las funciones I) fix) = x12 D) gx) = VX2 - 16,
_ )E L o 1 .
lll) h(x) = —— , 1V) j(x) = V) k(x) = V4-Vx2-9

(x = 1)(x + 3) Vix—3—1

l. Numerador y denominador de ftienen sentido V x € R, pero el cociente no es posible si el deno-
minador, x — 2, es cero, 0 sea cuando x = 2, luego Dom f= R - {2}.
IIl. S6lo poseen raiz cuadrada real los nimeros no negativos, luego habra de ser x2 — 16 > 0, es decir,

4n + 1 \2 _ (4n + 4)2 — (4n + 1)2 40n2 + 15n 40 I
))=I|mn- |

= |} = — I
4n + 4 4n + 4)2 lim — = 3o +i16 ~ 16 ' PO

que converge. Obsérvese que al ser lim (a,/a,¢) = 1, el Criterio de la razn no hubiera decidido. |

(_1 )n+1 5E fl

sera lim n(1 — (

| (x + 4)(x —4) 20, lo que sucede cuando o bien x+ 420y x-4>0,0bien x+4<0y x-4<0,
Ejercicio B/3-3. Estudiar la convergencia de X BT I lo que se puede reducir a las situaciones x < -4 o x > 4. Luego Dom g = (—o0, —4] U [4, +0).
' (—1)n+1 - r . 3 Il El numerador de h sélo tiene sentido en (—, —3] U [3, +) (lo que se ve como en ). El deno-
La serie 2 o es convergente, pues es una 890[1"?“(33 de razon —1/2. En consecuencia, sus ‘E ‘ minador, siempre posible, es nulo cuando x = 1 0 x = -3, valores que imposibilitarian la divisién.
sumas parciales estan acotadas. Ademas, la sucesion { _ } es decreciente y acotada. Aplicando | I Por tanto, Dom h = (—e, =3) U [3, +o0). _
3n-1 LE . IV. Habra de ser x — 3 2 0, es decir, x > 3, para que sea posible la raiz que aparece en el denomi-

el Criterio de Dirichlet, vemos ahora que la serie objeto de estudio converge. nador. Pero se habrd de excluir x = 4 pues en tal caso el denominador es cero. Asi pues,

Dom j = (3, 4) U (4, =%ea).-
V. Ha de ser 4 > V'x2 - 9 por lo que serd 16 > x2 — 9, 25 > x2, luego x e [-5, 5. Pero, ademds, ha

_m
T T E TR T EEEEEEEEEE

" ‘I de ser x2-92>0, o sea x2 > 9, con lo que x ¢(=3, 3). Por lo tanto, Dom k = [-5, =3] U [3, 5].
Ejercicio B/3-4. Estudiar la convergencia de la serie 2, 4 ;n =] ;E' .
Aplicando el Criterio de la razén, veamos que converge: ‘I ol ﬁ 1 .
-, Jercicio C/1-2. Sean fix) = 1 + x, g(x) = x2, h(x) = —. Hallense h f fohyfohog
lim (a,,¢/a,) = lim ( T )/( n!) = ljm o+ 10" _ Lb X R ) =" 01 L
T (n + 1)n+ nn n! (n + 1)n+! ' | (hogofl(x)=(hog (1 +x)=h(g(l +x)=nh1+x2+2x) = T
= [ A0 i B 7= lim (1 + e ~ 1 1 + 1 2 4 2x + 1
= lim (n + 1)+l lim (n+ 1)n e n+1> il n+1 (gofoh)(x)z(gof)<?>=g<1+—;>=g<xx ): X+x;
=1 . . ~
=|im(1+ n_-ijl )"_ﬂ T e ST el |

e 2

(fohog) (x) =(fo h) (x2}=f(l) =1 ;2: xzx:]

/O
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Ejercicio C/1-3. Hallar la funcién inversa de fix) = VVx =T y su dominio.

El recorrido de fes R, por su definicion. Sib=Va-1serda 2=a-1,a= b + 1. Por tanto. |a
inversa de fes 1 : R" — [1, +e0) definida por f1(x) = x2 + 1. Podemos comprobarlo: ,

(FlohX)=F(Vx-1)=(Vx-12+1=(x=-1)+1=x
(fo F)=f(x2+1)=V(+1)-1=Vx2= x(pues x e R").

6’4
son el seno, coseno y tangente,

Ejercicio C/2-1. Héllense los valores de las funciones trigonométricas en &, &\ T

nom,n

Puesto que seno, coseno y tangente de los ndmeros 3 6 4

respectivamente, de los angulos de medida respectiva en radianes ;':, 2 y z, que en grados
sexagesimales miden 60°, 30° y 45°, podemos apoyarnos en las figuras adjuntas:
T X T T X V2 T X
sen — = sen 45° = = , COS — = = -t = =1
4 W2 V2 Py R
n_ SyN3R NB T _y2 1 . yV3R
sen = sen 3 . 5 COS = cos B v 2,,tgg' = =V3
o i e N V3 .m N3
SeN = = Sen Y= - = C0s = = COs Y =—= ,tg6 =3
> 4 A
X y/2 y/2

Ejercicio C/2-2. Hallar x € [0, m] tal que V3 - tgx = 4 sen?x.

3 SeNX_ _ 4 sen2x 0 sea V'3 senx = 4 - sen2x - cosx. Salvo que
COSX

senx = 0, en cuyo caso x = 0 x = m, podemos simplificar y tendremos V3 = 4 senx - cosx. Como
sen2x = sen (x + x) = 2 senx - cosx, la dltima ecuacion puede escribirse /3 = 2 sen2x, es decir

V3 1

La ecuacion se puede escribir

sen2x = 5 por lo que 2x = /3 0 2x = 2m/3. Las soluciones son, pues, x =0, X =T, X ==y
=2
X =3

MATEMATICAS
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iercici -3. ; lucion, en [0, «] al sistema{
Ejercicio C/2-3. Buscar soluc [ ] cend =sen)

Despejando x en la primera ecuacion y sustituyendo en la segunda senx = sen (y + —;—) = seny, pero
sen (y = %) es cosy, luego ha de ser seny = cosy, o seatgy =1, y = % X = L{E + g = 34“
Ejercicio C/2-4. Resolver en R la ecuacion log, x> — log, (x ~ %) =2,
- ot 2
Como log.p — log,q = log, (p/q) la ecuacion se puede escribir log, (x—x(3/4)> = 2 por lo que
> = 2 _ 2 2
=4 0seax2=4x-3,x%-4x+3=0,x=10x=3.
x — (3/4)

, + y=25
Ejercicio C/2-5. Resolver el sistema {‘r 4
ogx + logy = 2
La segunda ecuacion puede escribirse log (x - y) = 2, por lo que x - y = 102. Como y = 25 — x, serd
x(25-x)=100, osea x2 —25x+100=0, x=5 0 x= 20 (e y =20 o y = 5, respectivamente).

Ejercicio C/3-1. Estudiar la convergencia puntual de la sucesion funcional {f,(x) = x21}.

Seaco € R.limo2nes0sio e (-1, 1), es 1 si oo = £1 y ningln namero real si |a| > 1. Luego si
consideramos f: [-1, 1] — R definida por (1) = i-1) = 1, fix) = 0 si x € (-1, 1), tendremos que
lim f, = fen [-1, 1] (el lector que haya llegado a D/2 observara que la convergencia no es unifor-
me, pues, en tal caso, por ser las f, continuas en todo R, lo seria también f, que, sin embargo, no
lo es en %1).

Ejercicio C/3-2. Estudiar la convergencia de %x" (serie geométrica de razon x).
xn+1

xn
en-1 <x<1.En-1yen 1 diverge (pues lim a, # 0). Ademas la suma enésima s,,=x+ x2 + ... + X" =
X— X+ x"*] x(1 = x™1)

= T por lo que la suma de la serie en su dominio de convergencia es

Como lim l = lim |x|, el Criterio de la raz6n para series numéricas nos asegura la convergencia

T—=x

irny a0 TR, ) KD S
L 1 —x T =X

ya que lim x™1! =0 al ser |x| < 1.
n— +oo

3H

Ejercicio C/3-3. Estudiar la serie 3
(n+1)!

COSsnx.

3ﬂ‘
(n+1)

3n
(n+ 1)’/
aplicando a la numérica el Criterio de la razén, vemos que converge, pues

3.\‘1

)/<m+1n>}:“m niQ

3ﬂ
(n+ 1)

Como ‘ ' Cosnx} < —, el Criterio de Weierstrass nos dice que de converger la serie

numérica la serie funcional lo haria absoluta y uniformemente en todo R. Pero,

! 3n+1
“m[@n+2n

= (< 1.
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1 2
n(1 + x2)n ~

| | : 1 < 1 si 0
Se tlenen|Lm+m K (n + 1)(1 + x2)n+ )/( n(1 + x2)n )] B {1 sii:l::

luego la serie converge V x # 0.

Ejercicio C/3-4. ;D6nde converge %

A\

v T

Ejercicio C/3-5. Hallar el radio de convergencia de las series de potencias

\

n-—2 X
>, — (x—2)”,23”+2.nn.

v

Sean ry y r, sus radios de convergencia respectivos.

Ejercicio D/1-1. Consideremos las funciones

A\

r, = lim [(ﬂ)/(uﬂ = lim ((': el sl 1, luego la serie convergeen 2 - 1,2 + 1) = (1, 3).

n-5)\n-4 =)A= 1) - ] I 1
‘ o ey _ (x — 5) - sen SI X#5 arctg Si x#5
En 1y 3 tenemos sendas series numéricas cuyo término general no tiende a 0, por lo que divergen. E fix) = 4 X =5 g(x) =< X=>
r 1 I _ sl Xx=>5 six=5
Tz a \/3n+2 nn =4 3(n+2)in . n 0, luego r, = +eo. P = P -
— Digase si es posible dar valores a p y a g de manera que fy g sean continuas en todo R.
; Salvo en x = 5, f se obtiene por producto, composicion y cociente de funciones continuas, luego
Ejercicio C/4-1. Sea fix) =§i—3 Demostrar que |,mi fix) = 2 utilizando solamente la definicién de s6lo en este punto podria ser discontinua. Otro tanto sucede con g, por lo que se trata de ver si se
X —

o : pueden definir p y g de manera que
limite funcional.

Sea € > 0. Tenemos que encontrar un & > 0 tal que |x - 1| < & implique |fix) — 2| < &. Pero p = 15) = lim fx), g = g(5) = lim_g(x)

m T M

‘WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW

1fix) — 2| = ‘ ii ; _2‘ = l X+ 112;_ 2 ‘ - ‘% =H Ahora bien, como -1 <senz<1 V z e R, tenemos —(x —5) < (x - 5) - sen (Xl 5) < (x—5). Al pasar
J|m5los dos extremos de la cadena tienen limite 0, luego lzm5 fix) = 0 y haremos p = 0. En cambio,
| A Jx=1] o K
. : - | casol® Siad i3 1 . 1 _ ,
Si suponemos que x > O, sera [x+3|=x+3>3,yenta Caso|x 3| <3 i ademas |x—1| < 3¢, se tsenexlin}_arctgx = = arcig (—o0) = — 3 XIT5+ arctg —— = arctg (+00) = = por lo que, cualquiera
entonees |x; 1] 5 T — ¢. Sea pues & el menor de los nimeros 1y 3¢. Si [x— 1| < 8, se tendra que sea el valor de g, g presenta en 5 una discontinuidad inevitable de primera especie.

m

Ix-1|<1Tosea-1<x-1<1 por lo que 0 < x. Como ademas |x — 1| < & < 3¢ la cadena que
hemos establecido nos lleva a |fix) — 2| < &.

. s & ) 2 _ v 1Y
Ejercicio D/2-1. Hallar M = lim (; 3X + 23 Vo112

m x—1\x2 = 6x+5)
Resolvamos primero, mediante descomposicion, la indeterminacién 0/0 de la base:
Ejercicio C/4-2. Demuéstrese que lim R 1 (usando razonamientos geométricos a partir de la 3 x4 e 1 e=31 =1 : 1\ e
x=>0 X I = | = S = [— =
A2, m Im = = .PortantoM—( ) 0
definicion de senx). x>1 X2-6x+5 x51 (x=-1)(x=5 -4 4 4

En C/2 se vio cémo se definian las funciones circulares de x mediante la circunferencia de radio 1.
Vemos ahora que drea tridngulo MQO < &rea sector PQO < area tridngulo PNO, es decir

mw

I
5 3 2
Vs X + /x> —4x . :
1 1 1 1 senx - ‘I Ejercicio D/2-2. Sea fix) = — . Hallar lim _fix) y lim f(x).
z—cosx-senx«'jxc?tgx:z v b . x0 — 3x3 + 2x2 X — 0 X — 400
| I Para hallar el primero dividiremos el numerador y el denominador por el término de menor grado
Dividiendo por senx (que para x cercano a 0+ es positivo) y multiplicando por 2, tenemos que es x*. Para el segundo, por el de mayor grado, que es x®:
'
X 1 h
COSX < < . Como lim cosx = 1, los dos miembros extremos de la desigualdad tienden X2 + 7x3 — 4x2 X3+ 7x—4
senx COSX x— 0 lim = |im = -2
—_ - r
: . : X ; < 1/1 = 1 h : x>0 Xxb—3x34+ 2x2 x>0 Xt —=3x+ 2
a 1, y necesariamente también el central, o sea lim ——— 1, y su reciproco sera = 1. |
| 7 4
h 1 & - + -
4 X2 4+ 7x3 — 4x2 _ x x3 x* 0
lim = |im =—=0
- X — 4o X6—3X4+2X2 K—ar—i-m_l 3 2 1
h. 0 xR X
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In(1 + x) = In(1 - x) ‘ Ejercicio E/5-2. Averiguar cuantas raices tiene la ecuacion 2x3 —9x2 + 12x + 1 = 0.

i Ha”ar"“Tﬂ & P fix) = 2x3 —9x2 + 12x + 1 es continua en todo R por ser polinémica. Su derivada f(x) = 6x2 — 18x
. In(M+x-In(1 =% .. 1 T+ x . T+ x\1/x , 1 + x \1/x + 12 tiene dos Unicas raices que son x =1y x = 2. Luego, en el intervalo (1, 2) hay a lo sumo una

L'To X :Eiﬂ'g x ln(1 — X ) - L'TU In ( 1 — x) =In X[‘_';‘}] (T——T) = p raiz de f. Com’o f(1) =6y fn2)= 5, si hu_biese una raiz de fentre 1y 2, la funcion en parte del inter-

_ 9% ik ! yy yA=X . 2x o 2 = va]o* (1, 2) seria creciente, cosa no pOSIbIe'pues f(x) <0 en todos los puntos de dicho intervalo. A

_ In;-!'ino (1 +1——x) — |In ;1'-%(1 ..._r:X) 2x  1-x x=|nexs0 (-x =lnea2 =2 partir de x = 2 la funcién es siempre creciente, pues es f(x) > 0 para x > 2, con lo cual la ecua-

cién no tiene ninguna raiz mayor que 2. La funcion es en (-, 1) creciente, por ser ahi su deriva-
da positiva, con lo cual en (e, 1) hay a lo sumo una raiz, pero como todo polinomio de grado
impar tiene cuando menos una raiz real, la ecuacion dada tiene exactamente una raiz que se halla
ern ('—m; 1)

A Y

Ve~ I x+ 1

(x—1)2
Se trata de un limite indeterminado del tipo 0/0. Si y = Vx. es decir, y? = x, entonces x — 1 equi-
valea y?3 »> 1 yestoa y — 1. Luego

Ejercicio D/2-4. Hallar lim
x =1

Ejercicio E/5-3. Comprobar si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funcio-
nes f{x) = senx y g(x) = cosx en el intervalo [0, n/2] y hallar el valor intermedio.

3 3
i Vx2-2Vx+1 _ i y-—2y "“21 = lim (y=1) | 1 P Las funciones seno y coseno son derivables y por tanto continuas en todo R.
e (x — 1)2 y>1 (2 =1) y=1 [(y=1) (y2 + y+ 1)]2 - Es cos (m/2) — cosO = -1, y (cos)'(x) = —senx, una funcién que no se anula en ningtin punto del inter-

valo (0, m/2), por tanto, existe t € (0, n/2) tal que

1

sen(m/2) —sen0 _ 1 _ sen’t _ _cost
cos(n/2) —cosO -1  cos’'t -sent’

Ejercicio E/1-1. Demostrar, utilizando la definicién de derivada, que la funcion fix) = x3 + 2 es deri-
vable en el punto x = 2 y aprovechar el resultado para calcular la ecuacién de la recta tangente a
la gréfica dada por fen el punto de abscisa citada.

m

de donde t debe cumplirse que sent = cost, lo que indica que es t = /4.

. f2+h-f2) .. @+h3+2-10 . 8+12h+6h2+h +2-10
Es lim = |im: = |im - -
h—0 h fi= 0 h h—0 h E 5
: h3 + 6h2 + 12h = Ejercicio E/5-4. Hallar donde crece y decrece f(x) = T
:hl_lpo h a ’ ) 3X2(X2—1)—X3'2X x4 — 3x2 _ ) o
Es f(x) = T =@ _ 1z Y Por tanto el signo de f” es en todo punto distinto de

Consiguientemente fes derivable en x =2 y es (2) =12, lo que nos dice que la ecuacion de la recta

+1 y de -1 igual al signo de x* — 3x2. Al descomponerse dicho polinomio en la forma x2(x2 — 3),
tangente pedida es y— 10 = 12(x — 2).

queda claro que " es en el intervalo (—ee, V/3) positiva, y por tanto f creciente en dicho intervalo,
que " es en el intervalo (-\V/3, +V/3) negativa, y por tanto f decreciente en dicho intervalo, exclu-

yendo claro estd los puntos +1 y -1, y por fin que f” es positiva en (+V/3, +e0), y por tanto f creciente
en dicho intervalo.

m ™M m

Ejercicio E/1-2. Demostrar que la gréfica dada por la funcién f(x) = |x — 2| carece de tangente en el

Es f(x) =10 — 8x + nx, lo que implica que x = es un punto critico de 1, y como "(x) = -8 + T,

8—1
Ejercicio E/2-1. Hallar los puntos de la curva dada por f(x) = x> + 9x2 — 9x + 15 donde la tangente en dicho punto hay un maximo.
es paralela a la recta y = 12x + 5.

La pendiente de la recta dada es 12. Luego, buscamos puntos x tales que f(x) = 12. Por tanto, resol-
vemos la ecuacion 3x2 + 18x —9 = 12, obteniendo como resultado x = 1 y x = =/, que correspon-

den a los puntos (1, 16) y (=7, 176).

punto x = 2.
En efecto, es fix) = x—2si x=>2 vy fix) =2 - xsi x< 2. Por tanto, sera: E
) . 2+ h-£f2) ! h—0 1 Ejercicio E/6-1. Se sustituye el lado superior de una ventana rectangular de perimetro 10 m por una
1 (2) :h[LmD+ h i S semicircunferencia. Hallar las dimensiones que ha de tener la ventana para que la luz que deje
72 + b — f2) b0 E entrar sea maxima.
i R + h) — w e == , | |
f12) _;!I_rf’gm h ;I,'Tg— h b E Sea x el radio de la circunferencia y 2y la altura de la ventana. Serd y = g_ — x. La luz que entrara
. . LS o S 2 2 .
lo que indica que las tangentes por la derecha y por la izquierda a la grafica dada por fen el punto de sera maxima cuando la funcién drea f(x) = 4xy + _n%: 4 x (g— — ) +R—;— presente un maximo.
abscisa x = 2 si existen, pero que son distintas, en otras palabras, f carece de tangente en dicho punto. E

20 20 - 51

Asi pues, los lados de la ventana deberdn medir —=— vy
87 8-m

R R OR R W E EE A E N LD L e e e 22e

I ]

Ejercicio E/5-1. Demostrar que si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b) con fa) = fb), enton-
ces entre dos raices consecutivas de f’ en (a, b), existe a lo sumo una raiz de f. | )
En efecto, asi es, ya que si cy d pertenecen a (a, b) y son tales que f(c) = f(d) = 0, siendo ademas
raices consecutivas de £, y entre ellas hubiera dos raices p y q de f, es decir, si fuese fip) = fg) = 0
con ¢ < p < q< d, por el teorema de Rolle existiria un valor t tal que p < t < g con 1) = 0, contra-
diciéndose el hecho de ser ¢ y d raices consecutivas de f".
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Ejercicio E/6-2. Dividir un alambre de 1 m de longitud en dos trozos, de modo que la suma de las
areas del cuadrado y del circulo formados con ellos sea minima.

Sean xy 1 — x las longitudes en metros de los dos trozos. El cuadrado de perimetro x tiene una super-
ficie de x2/16 m? y la circunferencia de perimetro 1 — x tiene una superficie de (1 — x)2/2nr m2. Luego

¥ 1 1 -
buscamos para que la funcion fix) = ( -~ ) ¥ A O presente un minimo.

16 2w T 2T
Es f(x) = (% % %—) x—%—. Lo que nos indica que solo x = 8/(8 + m) es punto critico de f.
Como es f(x) = (% + %) > 0, para dicho punto f presenta un minimo.

8 T

Consiguientemente los dos trozos de alambre deben medir Y
8+m " 8+m

m.

Ejercicio E/6-3. La suma de todas las aristas de un prisma recto de base cuadrada es 96 cm. Hallar
las dimensiones del de volumen méaximo y este volumen maximo.

Sean x e y las longitudes de las aristas distintas de dicho prisma. Debera ser 8x + 4y = 96, de donde,
y=24—2Xx.

El volumen de dicho prisma viene dado por v(x) = x2 - y = x2(24 - 2x) = 24x? — 2x3. Por ser
V/(x) = 48x — 6x2, los puntos criticos de la funcion V(x) son x = 0 y x = 8. Es obvio que la solucion
x = 0 no interesa (no hay prisma), y por otra parte, por ser V(x) = 48 — 12x, es V"(8) = -8, lo que
indica que el volumen maximo se alcanza cuando la arista de la base mide 8 cm. En este caso, por
ser y = 24 — 2x = 8, se deduce que el prisma en cuestion es un cubo. Por tanto, el volumen del
mismo valdra 83 = 512 cm3.

S5 one BT
Ejercicio E/7-1. Calcular lim .
x>0 2X
Se trata de una indeterminacion del tipo 0/0. Aplicando [RH] tenemos:
ipE el e e L
xl—rpﬂ 2X x50 2 L 2

. 1+ x0=1 —nx
Ejercicio E/7-2. Calcular lim 1+ 5 5
x—0 X

n(1 + x)1 —n
2%

Obsérvese que se ha aplicado la regla de I'Hopital dos veces.

: (1 +x)-1-nx
lim =
x—=0 X

i nin—1) (1 + x)™2 _ nin-1)
Hx{fpﬂ 2 2 .

= |lim
=)

Ejercicio E/7-3. Calcular lim (eX - x2).

X — o0

Se presenta indeterminacion de tipo e — . Sin embargo podemos escribir:

lim (e~ =lim - (S-1)=lim x-lm_(5-1).
X —5 +00 X = 40 X2 X — 400 X — 400 \ X
cOmo
lim %(:Iim € _lim £ =4,
X = 400 X X3 400 2X X—> 400 2

habiendo aplicado dos veces la regla de |’Hopital, sera lim (Ex- - 1) = 400 — 1 = +oo, por lo que

X — 460 Xz

(+m) = <00,

el limite inicialmente buscado es (+oo) -

12
|=
b
1=
1=
1=
b=

m m m

/(B (I (N (IR (I

LLL]

i

Ejercicios resueltos

Ejercicio E/7-4. Calcular lim x.
x—a (JF
Pongamos lim  x¥ = A. Tomando logaritmos neperianos, obtenemos:

X =3 (yF

1
Inx , X
= |im
X — ()7 i

s
X X2

= lim
X -3 )

x - Inx = lim

X — (T

(Inx¥) = lim
¥ =)

In A = lim

X — "

(—=x) = 0.

Por tanto, serd InA =0, o lo que es igual, A = €¥ =1, es decir, el limite pedido vale 1.

: s : =] s

Ejercicio E/7-5. Calcular lim ( ) .
x> \X + 1,

El limite propuesto presenta la indeterminacion del tipo 1. Tomando logaritmos se tendrd, Ilaman-

do A al valor del limite pedido, que:

ANl i _ 1\x+1q
InAzln{lim (X 1) }:Iim Iln (X ]> J:Iim {(x+1)-|n<xﬁ]ﬂ:
x—aw\\){-l-]f Xi— oo | X+ ] X —3 oa X+ 1
| /x—-1) .2
. AR P _ x? — 1
= |im = |lim =
XN — oo X — oo ———]
X+ | (x + 1)2
L 202 +2x+ 1)
= |¥m . =_7
X — o0 X2 — 1

Asi, pues, el [imite propuesto valdra e2.

Ejercicio E/7-6. Calcular lim

X — +o0

Es un caso «U. Llamando A al Iimite pedido y tomando logaritmos, se tiene:

Jlexy
e3X + 5x

B
InA = |im In (e + 5x) = |lim

X — 4o ,X X —3 too

9e3x i 27e¥x

= |im = |im =
X —3 +o0 96‘3){

, - 9
x— +00 33X+ 5

de donde, el limite propuesto vale e3.

ln (cOs3x)

Ejercicio E/7-7. Calcular lim :
In (cos2x)

x— 0
ks

i In (cos3x)
x— 0% In (cos2x)

_ im _=3sen3x)/(cos3x) _ lim -3 Sen3x-cos2x _
x—- 0t (=2sen2x)/(cos2x) x—0t 2 -sen2x - cos3x

s 3-c053x_3:i._3=_9_

x50t 2 +cos2x 2 2 2 4

3 - COS2Xx
2 v COs2X

= i, SBAOX
x - 0t sen2x

x—3 ()

Obsérvese que en el cuarto paso se ha utilizado el hecho de que el limite de un producto es el pro-
ducto de los limites a fin de simplificar operaciones.

et e = e
e e e i i || e i i
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Ejercicio E/7-8. Calcular lim (1 —x) - tg

5
x— 1 2

Este [imite presenta la indeterminacion O - «. Ahora bien, escribiéndolo de la forma

8 (5
x[ i-T 1 1 "

] =%

presenta la indeterminacion del tipo eo/e0, pudiendo entonces aplicar la RH, obteniendo:

off)  Fo-w
x—s 1 1 x =1 5 (_?E_)
1=x £O5 X9
5 2 (=R )
At 2 * COS (_n:_{_) sen (—E> . <£~)
A2 2 2
= lim 1-x = |im —1 =2.
Xx— 1 (EX_) x> (R‘X>‘ T T
cos |5 —sen |~ 5

Ejercicio E/7-9. Calcular limﬂ('] + sen2x)1/2x,
X —

El limite propuesto presenta la indeterminacion 1=. Tomando logaritmos y llamando A a dicho limi-
te, tendremos:

In (1 + sen2x) = i

cos2x :
2 X :

1 +sen2x

InA = |lim

x=— () x=—0

de donde se deduce que el limite pedido vale e.

Ejercicio E/8-1. Demostrar que en x = 0:
(a) tgx — x y x3/3; (b) x —senx y x3/6; (c) 1 — cosx y x2/2, son parejas de infinitésimos equivalentes.

. texX—-Xx _ {:0152}( . a] sen?x . sen%x
(@) Es lim ——=lim 5 =lim —; 5—=lim s—« lim. >— =1,
x>0 X X — 0 X x-x) X< COEX xal0 X x—0 COS?X
3
de donde, los infinitésimos tgx — x y x3/3 son equivalentes en el origen.
. X—=senx . 1 —cosx . senx
(b) Es lim = = |lim 5 = |im = 1.
x>0 X x— 0 X x—0 X
6 2

lo que prueba que las parejas de infinitésimos dadas en (b) y en (c) son equivalentes.

L
=
b

b

I=
1=

1=
1=

m m m m m

W

W, ¥

W, TN

e

e

s
- - - i s 3 S
S e e e e
e e o= e
e I T o 14
e e e S e S e
e = = L = s

e i T T A e R

Ry e e e o s R

Ejercicio E/8-2. Hallar el orden de contacto de las curvas fix) = 6x2 — 8x + 3 y g(x)
de abscisa x = 1. |
Es (1) = g(1) = 1. Luego, las curvas dadas por fy g se cortan en el punto (1, 1).
Por otra parte, es (1) = g11) =4, (1) =g"(1) =12y 0 = (1) # g7(1) = 24, lo que pone de mani-
fiesto que las gréficas dadas por fy por g presentan un contacto de orden 2 en el punto (1, 1)

= x* en el punto

*

Ejercicio E/9-1. Demostrar que

i 2B . |
senx = sena + (cosa) (x — a) — il ZI(X < ~ (Cosb) 3'(){ _ a)i

donde 0 esta entre a y x.

Utilizar este desarrollo para calcular sen 51° evaluando el error cometido.

Tomando f(x) = senx, es f(x) = cosx, f(x) = —senx y f”(x) = —cosx, de donde. es fla)
fla) = cosa, f”(a) = —sena 'y "(0) = —cos6. f
Sustituyendo entonces en la férmula de Taylor en el caso n = 2, es decir: en

= sena,

donde 6 esta entre a y x, se obtiene el resultado deseado.
Entonces, si tomamos, x = 45m/180 ~ 45° y a = 511/180 = 51°, se tendrd que es x — a = 7/30. Utili-

zando la formula en cuestién y recordando que es sen 45° = cos 45° = 2/2, obtenemos:

el ﬁ(;}) . (Vz_/z)z-l(nfso)z_

2 2

Si tomamos como sen 51° la suma de los tres primeros
que el error cometido serd

(cosO) - (n/30)3
3! '

terminos tendremos que sen 51° = 0,7775 y

i—(cosﬁ) - (/30)3 1
31 =3

:‘35 decir, menor que 2 diezmilésimas, con lo que al dar sen 51° = 0,7775 damos tres decimales exac-
0s.

T \3
(30) < 00002,

Ejercicio E/9-2. Demostrar que la catenaria y = a- ch(x/a)
Ximarse por la parabola y = a + (x2/2a).

;)ezarrollaremos en serie de MacLaurin la funcién fix) = a - ch(x/a) hasta el término de segundo
ra00.

ES f(X) =a°-° Ch(X/a), f’(}() = Sh(X/a), fn(x) = (‘]/a) i h / f!!f =7 . | ol |
f10) =0y f10) = 1/a ch(x/a) y "(x) = (1/a) - sh(x/a), y por tanto, es f0) = a,

Asi pues, es fix) = a +

para pequenos valores de x puede apro-

X2 e)
F + 3 x3, donde 8 estd entre 0 Y X.

%-Sh—@
_|a a
—] . X ———p .
3! 6a2

el limite de2 dicha expresion cuando x tiende a 0 es 0. Luego, para valores x tales que |x|] — 0, es
X

fx) =~ a+—.
2a

1

Al ser

. |XP;

ffff(e)
31

sh 8
d

S
A
|
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Ejercicio E/9-3. Obtener el desarrollo de Maclaurin de la funcion shx.

- — X s ' =
Es shx = & 29 . Consiguientemente se tendra:
{ e Zid i < s X g L +1 . :
) = 5’*2‘? == 2er , %) = £ ;er , ¥ en general f7(x) = Sl 123” e

el 4 (_'[ )."i-i-'f :
2

Por tanto, es i0) = 0, f10) = 1, f10) =0, f0) =1, ..., y fn(f) =

Luego, el desarrollo pedido es

3 5 n—1 N+

X X X el + (-1)n
shix = x ok e 4

31 - 51 (n—=1)! 2 - n!

- et

Xﬂ

donde t es un punto intermedio entre 0 y x.

Ejercicio E/11-1. Hallar maximos, minimos y puntos de inflexion de la funcion fix) = (1/7) - x7 — xb.
Es (x) = x — 6x> = x>(x — 6), de donde los puntos criticos son x =0y x = 6.

Es (x) = bx> — 30x* = 6x%x - 5), de donde, f(0) = 0 y f(6) = 65, lo que nos dice que en x = 6 se
presenta un minimo.

Por otro lado, las soluciones de (x) =0 son x=0vy x = 5.

Es (x) = 30x* — 120x3 = 30x3(x — 4), lo que nos dice que f(0) = 0 y f”(5) # 0, y que en conse-
cuencia en x = 5 hay un punto de inflexion.

Es AV(x) = 120x3 — 360x2, M(x) = 360x2 — 720x y M(x) = 720x — 720, de donde la primera derivada
que no se anula en x = 0 es la de orden 6, y como M(0) = -720, en x = 0 se presenta un maximo.
Asi, pues, f presenta un minimo en x = 6, un maximo en x = 0 y un punto de inflexién en x = 5.

Ejercicio E/12-1. Estudiar el comportamiento asintdtico para x — +eo de las funciones fix) = x + 2%,
gx) = [Inx]2, h(x) = x + senx

" X + 2X
= 4o00. liMm
X — —oo X

X
Se tiene lim —XF 2

X — +o X

=1.lim [(x+29-X]=0

X = —o0
por lo que x + 2X carece de direccion asintética para x — +eo, pero se aleja hiperbélicamente, segin
la asintota y = x para x = —oo,

,
Como lim M

X—+o0 X

en la direccion horizontal.

. X + senx
Al ser lim
X — oo X

=0, lim

(Inx)2 = +eo, la curva y = g(x) se aleja parabolicamente cuando x — +eo
X — 400

=1, y no existir lim [(x + senx) — x], la curva se aleja en ambos sentidos segun
X — oo

la direccion de y = x, pero no lo hace ni hiperbélica ni parabélicamente.
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Ejercicio E/13-1. Estudiar y representar graficamente la funcion

senx - COsx
Senx + COSXx

fix) =

Al ser fix) = fix + 2m), f es periédica de periodo 2r y bastard, pues, con estudiarla en el intervalo
[0, 2x].

La funcion dejaré de estar definida y de ser continua sélo en los puntos en los que se anula el deno-
minador, es decir, para los x tales que en senx + cosx = 0, o sea para x = 3n)/4 y x = (7m)/4. Asi,

pues, en general, f esta definida y es continua en el conjunto D = R - {245 + 2km, —ZE + 2k1t}.
Los puntos en los que corta a los ejes corresponden a las abscisas 0, %}, T, '-?’2—R-, 271. Pasemos a estudiar

el crecimiento de f. Para ello:

(Cos?x — sen?x) (senx + COSX) — senx - cosx (cosx — senx)
(senx + COsx)2

COS> X — sen3x
(senx + cosx)?2

f(x) =

lo que nos dice que los puntos criticos corresponden a los x tales que cosx = senx, es decir, son
x = /4, y x = 5/4. Mejor aun, el signo de f” en el intervalo [0, 27| viene dado segtn indica el
siguiente esquema:

;"'/0 -\ -\ 0 +/ +/

37 2T

—

5n 7n

n
4 4 4 4

lo que, aparte de indicar el comportamiento de fen cuanto a crecimiento y decrecimiento, indica
que en x = 1/4 se presenta un maximo y que en x = 57/4 se presenta un minimo.
Pasemos a estudiar la derivada segunda. Es:

f(x) = _—3COSX senx (senx + cosx)3 — 2(cos3x — sen3x) (cos2x — sen2x)

(senx + cosx)4

quedando el signo de la misma descrito en el esquema:

f‘ﬁ
0 *zn 7% 3 ™ 50 N~ T Non
| 4 4 4

lo que indica que fes céncava hacia y < 0 en [0, 3m/4), céncava hacia y > 0 en (3n/4, 71/4) y con-

cava hacia y < 0 en (7n/4, 2n]. Nétese que los puntos x = 37/4 y x = 71/4 no son de inflexion ya
que no pertenecen al dominio de f.

Por ﬁn,‘_ indiquemos que las rectas x = 3n/4 y x = 7n/4 son asintotas verticales, como el lector com-
probara facilmente.

Asi las cosas, la gréfica de fsera:

S S e = i
SEEEes s R ﬂ;imw o i
S x“ﬁ’;‘;;" e St s k% i b
e g_;mgc EEERE s s G *‘% i S S R
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Ejercicio E/13-3. Estudiar y representar graficamente la funcion f{x) = x + Inx.

Estd claro que R+ es el dominio de f. Por otra parte, por ser f(x) = 1 + (1/x), es { positiva en todo el
dominio de f, lo que indica que f es estrictamente creciente, lo que unido al hecho de ser
fil/e) = (1/e) -1 <0y (1) =1 > 0, nos dice, haciendo uso del teorema de Bolzano, que la gréfica
de f corta exactamente al eje de abscisas en un punto que estda comprendido entre 1/e y 1. A con-
secuencia de ser f estrictamente creciente es obvio que f carece de maximos y minimos.

Por otro lado, es {(x) = =1/x?, es decir, es f(x) < 0, para todo x de R*, lo que nos dice que fes con-
cava hacia y < 0 en todo su dominio.

Comprobemos ahora el comportamiento asintético de f. Es:

[im fix)=1lim ((x+Inx)=Ilim x+Ilim Inx=—oo,
X— 0 X—3 0T x— 0t x = 0F

Ejercicio E/13-2. Estudiar y representar graficamente la funcion f(x) = x - el/x,
El dominio de fes R — {0}. La funcién f no es par ni impar ni corta a los ejes.

Es 1{x) = elix- (1 - 1?), con lo que las zonas de crecimiento y decrecimiento vienen dadas por

Y A +/
_|—'—

0 1

m m MmN NN NN W

lo que indica que la recta x = 0 es asintota vertical.

lo que en particular nos dice que en x = 1 hay un minimo. Por otra parte es:

Es (x) = (1/x3) - eV/%, con lo cual las concavidades de f son como se indica

m mmm

. X ; Y e -
lim i/ lim (1 A ) =1, ylim f{x) =tim _(x +1ax) = +oo,
fﬂ X — 400 X X = +oo X X — o0 X — 400
Y < + e’
—_— E lo que nos dice que fcarece de asintotas horizontales e inclinadas, pero que se aleja de forma para-
0 bolica en direccion horizontal cuando x tiende hacia mas infinito.

i |

Es Iin*ajx) = +o0, lo que implica que x = 0 es una asintota vertical.
X—

Por otro lado es lim fix) =lim x-e/x=|im —-x-:e1x=|im _ﬁ =8
x— 0~ Xx— 0~ x— 0" x— 0t e'x

lo que unido al hecho de ser fix) < 0, para todo x € R™ nos da el comportamiento de fen un entor-
no del origen.
Ademas, es

X2

o /x2 — 1

Es fde dominio R — [-1, +1]. En dicho dominio fes continua y derivable. Ademas f es una funcion
par, es decir, su grafica es simétrica respecto del eje de ordenadas. Por tanto, estudiaremos la fun-
cion para valores mayores que 1.

Ejercicio E/13-4. Estudiar y representar graficamente la funcion fix) =

m

3
Es Fx) = (x); = 12);:,2 , luego, si x > 1, el signo de " es igual al signo de x3 — 2x, y por tanto al de

x(x* - 2), lo que nos dice que el crecimiento de f viene dado segin el esquema:

f’ __\ _|_/
—_—
1 V2

- x " -
lim —ﬁi: lim e*=1=I|im
X — oo X X = +4oo X — —o0

f(x)
R

Jim () = x) = lim (x) - x) =1,

T

lo que implica que y = x + 1 es asintota oblicua por ambos lados.
La grafica de fes:

/ {

es decir, estrictamente decreciente en el intervalo (1, \V/2), estrictamente creciente en el intervalo
(V2, +20), y con un minimo en el punto x = V2.

i/
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A x2 4+ 2 , -
Es (x) = o2 = 152 ¢ Por lo que para todo x la funcién es céncava hacia y > 0.
Es
lim  f{x) = +o0, lim x) _ lim S = 1
- X — 400 X X—= 400 \/x2 — 1 vy
lim ( X2 —x)zlim X oXxVXE-1 _
X — 400 m X — +o0 m 2
= X-xVxe-1)+xVx2-1) - X2 !
X — 4o \KX2—1(X2+X\/X2+” X =300 x2m+x3—x TV

lo que nos dice que la recta x = 1 es una asintota vertical y que la recta y = x es una asintota incli-
nada por la derecha. Por cuestiones de simetria, la recta x = —1 serd a su vez asintota vertical y la
recta y = —x es asintota inclinada por la izquierda.

De todo lo dicho, deducimos que la gréfica de fes:

p Y

1

Ejercicio E/13-5. Estudiar y representar graficamente la funcion fix) = T_

El dominio de fes R — {0}; en dicho dominio fes continua y derivable.

Es (x) = q _?xex)z

Maximos y minimos.

ES fﬂ(x) - ‘l = 6‘2"

, Yy por tanto, f es estrictamente creciente en todo su dominio, careciendo de

y por tanto, el signo de f” es el signo de 1 — eX, es decir, negativo en R" y

(1 —exp2
positivo en R”, luego f es concava hacia y > 0 en R™y hacia y < 0 en R".
Es lim L = e y lim L~ o que nos dice que x = 0 es asintota vertical.
x>0 1 —eX x—0t 1 — eX
v T ATLAS DEMIATEMATICAS
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e e )

Es
; 1
: — lim =0,
J:‘Il}nlm X“ — ex) 0 Y X— 400 | — X
lim ] =0 vy lim | %

e

x— - X(1 — eX)

lo que nos dice que las rectas y = 0 e y = 1 son asintotas horizontales, respectivamente por la dere-
cha y por la izquierda.

by

xYoO

Ejercicio E/15-1. Resolver aproximadamente la ecuacién x> — 12x* + 28x3 + 45x2 — 160x + 55 = 0.
Sea fix) = x> — 12x* + 28x3 + 45x2 — 160x + 55. Antes de tener que acudir a una representacion gra-
fica de la funcion, hacemos un estudio de los valores de f en algunos enteros, para ver de aislar las
soluciones. El resultado es

-5) < 0, i-4) <0, -3) <0, i-2) >0, fi-1) > 0, f0) >0, (1) < 0, fi2) <0, fi3) >0, fi4) <0,
fi5) <0, i6) <0, fi7) <0, 8) <0, 9 >0,

con lo que hemos ubicado una solucién en cada uno de los intervalos (-3, -2), (0, 1), (2, 3), (3, 4)
y (8, 9). Procediendo andlogamente para la derivada f(x) = 5x* — 48x3 + 84x2 + 90x — 160, tenemos

f-5) >0, f(-4) >0, f(-3)>0, f(-2) >0, f(-1) <0, f(0) <0, (1) <0, f(2) >0, f3) <0, f(4) <0,
f(5) <0, f6) <0, f(7)>0

y f’ tiene sus raices en (-2, -1), (1, 2), (2, 3) y (6, 7).

De los intervalos en que tenemos separadas las raices de fs6lo en (2, 3) presenta f" un punto de anu-
lacion. Vamos a proceder en él mediante el Teorema de Bolzano. Tomaremos como primera apro-
ximacion el punto medio del intervalo, a continuacién el de la mitad de intervalo en que f tenga
cambio de signo, y asi sucesivamente. Estd claro que si la raiz estd entre ay b, y se toma la aproxi-
macion (a + b)/2, el error maximo es medio intervalo, o sea, (b— a)/2. Tendremos x; = (2 + 3)/2 = 2,5.
Como f2,5) >0, x, = (2 + 2,5)/2 = 2,25. Al ser f(2,25) < 0, x3 = (2,25 + 2,5)/2 = 2,375. Reiterando

el procedimiento, llegamos, por ejemplo, a X6 = 2,42988516, siendo el error acotable por
(3 —2)/226 ~ 0,000000015.
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En (-3, =2) "y " no se anulan (f” tiene una raiz en (-1, 0), una en (2, 3) y una en (5, 6)). Como fi-3)

= : - £
- f(=3) > 0, podemos usar el Método de Newton con x; = -3. Ahora es x; = -3 — % = -2 49136655 k (b) Hacemos x = 2. En este caso es dx = 2t - dt, y la integral sera 2 L_ 5 dt que con t— 2 = z
(2,49136655) ; _ _ - Z+ 2)? 72 +47+4 3 J’ 4 A (2 o
Xy =-2,49136655 - (2 49136655) —2,36391534 y asi sucesivamente hasta, por ejemplo, k pasa a ser 2 f rdz=2 f 7 dz=2 (Z+ %% 7) $dz=2 (7 B a2 hss |nz) HE=

X = 2,1910834. Como " es positiva y decreciente en [-3, -2], toma el valor minimo en -2 | =724+ 8z+8 - Inz+ C, lo que, deshaciendo los cambios realizados, nos lleva a que la integral pedi-

o ' 2) + C.
f(-2) = 460, pudiéndose acotar el error por f 2'32221 Gl ~ 0,00000000045. k da vale (Vx - 2)? + 8( \/_ 2) +8In (Vx-2) +
o) Hacemos el cambio eX = t, o lo que es igual, x = Int, con lo que es dx = (1/8) - dt vy la integral
En (0, 1) aplicaremos el Método de las cuerdas. Sera x; = 0 — A0 =0,56122449. P \c t 1 . g’l L X 5
o (1) — {0) = dada se convierte en J.(t T dt = f(t TVl dt.
Como f(0,56122449) < 0, sera x, = 0 — = 0,429863159. -.
f ) > 70.56122449) — f0) Como f(x,) < 0, el k dz-f;rz'dzz—l—+(: lo que

Haciendo ahora z = t + 1, la integral se convierte en f =
z

1
exX + 1 e

proceso se repite en [0, x,], intervalo en cuyos extremos f tiene diferente signo. Asf llegamos, por
ejemplo, a x;o = 0,397317547. " es negativa y creciente en [0, 1], luego su valor minimo en [0, 1]

es (0) = -160, con lo que el error se puede acotar por 10,397 317547) ~ (0,000000024.

-160
En (3, 4) 'y f”no se anulan; como f4) - f(4) > 0 podemos aplicar el Método de Newton simplificado con .

4) e
= 4. Serd x; = 4 — 5{4} = 3,51209678, x, = 3,51209678 — fB’“}f@?E’m) = 3,38994267 etc.

Por ejemplo, x5, = 3,17514383.

deshaciendo los cambios realizados nos dice que la integral pedida vale —

\ )

\

i

Ejercicio F/4-1. Resolver por partes las siguientes integrales:

(a) f x - arctgx - dx; (b) f x2 - cosx - dx; () f 2% -~ CO83X ~ dX.

1)

(a) Sea g'(x) = x y fix) = arctgx. Serd g(x) = x2/2 y f(x) = 1/(1 + x2).

En (8, 9) aplicaremos el Método de iteracion con x;=8y k=

=8 — K ﬁg), XZ=X1-k'ﬁX1}

f(g) ‘E Por tanto, la integral f x - arctgx - dx, segun la formula de integracion por partes valdra
etcétera. Por ejemplo, x;7> = 8,18873692. | 2 : 2
El caracter reiterativo de estos métodos los hace especialmente aptos para ser programados (y, de o T arcgx - fxz o dx.

hecho, el elevado nimero de decimales que hemos puesto se debe a que ha sido una calculadora
programable quien ha hecho todos los calculos anteriores).

m

2 2
Al Seer2X+1 -dx:fizi} -dx—fx21+1 - dx = x — arctgx, setienequejx-arctgx-dx:

=

3 1 |
=—— - arctgx — — [x — arctgx] + C.

Ejercicio F/1-1. Hallar el valor medio de la funcion fix) = (x2 — 1)/x2 en el intervalo [1, 4]. - .

_-—-#-—__-_—_-_-_-—-—-———-—

m

4
Esf""z‘1 dx = f(1— ) dx = [ dx- jx-—2-dx:x+1—+C,yportanto,f X =1 . dx= _ . . ..
X X X (b) Llamemos / a la integral propuesta. Si tomamos fix) = x2 y g’(x) = cosx, sera f(x) = 2x y g(x) = senx.

Con ello tendremos:

¥ W N RN N N 'WWWWWWWWWWWWWW

||
———
>
+
|._4
L A
=
Il
Jala.o
-

I:fxz-cosx-dx:xQ-senx—Efx-senx-dx.

._..
|

Luego, si A es el valor medio de la funcién fix) en el intervalo [1, 4], entonces debe ser A - (4 — 1) = ’F

_ , Pasamos a resolver esta segunda integral, Tomamos ahora u(x) = x y v{(x) = senx, con ello sera u(x) = 1
9/4, es decir, es A = 3/4. & 8 (X) y vix) (x)

y V(x) = —cosx, y por tanto tendremos

fx-senx- dx = —x - cosx+fcosx- dx = —x * COSX + senx,

(|

Ejercicio F/3-1. Resolver por sustitucion las siguientes integrales:

lo que nos lleva a

Vx J‘ e

17 - dxe el ,

(@) J et ) Gx (A f X —2 ax; {c) (ex + 1)2 % PF x | =x2-senx + 2x - cosx— 2 * senx + C.

(a) Haciendo el cambio x + 1 = t, la integral dada se convierte en f (t—1)- 87 - dt = f (18 —¢17) - dt = IF ‘I (c) Llamemos I a la integral propuesta. Si tomamos fix) = e2X y g/(x) = cos3x, sera f(x) = 2 - e?Xy
_0 f8 L x+ D19 e+ 18 2 glx) = (1/3) - sen3x, y por tanto:

REL TN e 18 | Il

([

l=fe2x-cos3x-dx=%'e2-‘f-sen3x—%fe2x-sen3x-dx.
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Repetimos el proceso para esta segunda integral, tomando fx) = e2xy g’(x) = sen3x, con lo que es
f(x) =2 - e2Xy g(x) = (-1/3) - cos3x, y por tanto:

fez’f-sen?;x«dx=—%-ezx~cos3x+%fe2"-cos3x-dx,
lo que nos conduce a
S _._2.[.___1. . 2
[ = 3 eZx . sen3x 3 3 e2x c053x+—§- I],
es decir, a
___1__. X s : l. X . _i.
= 3 e2x . sen3x + 3 elx . cos3x 3 /

de donde, despejando / se obtiene:

| = % H’T - e2x . sen3x + % . @2x . cos3x], salvo una constante aditiva.

3x2 -2x + 2
- dx
x3 —3x+ 2
Descomponiendo el denominador por Ruffini se llega a que dicho denominador vale (x - 1)2 - (x + 2),
lo que indica que la fraccion que pretendemos integrar se descompone en una suma del tipo

A B C
=12  x~-1 " x+2

Ejercicio F/5-1. Calcular j

Para que asi sea, los polinomios 3x2 —2x + 2 y A(x + 2) + B(x-1) (x—2) + Clx - 1)2 deben ser igua-
les. Dando a x el valor 1 se ve que necesariamente es A = 1, dando a x el valor -2, necesariamen-
te es C = 2 y al igualar los coeficientes de segundo grado de ambos polinomios se obtiene B = 1.
Asi pues, es:

3x2 - 2x+ 2
X3 =3x+ 2

e g | f 1 f S
dx_f(x—ﬂ?- dx + — dx + = ax,
con lo que tendremos:

3x2 —2x + 2 . 1
X2 — 3x+ 2 dxh_x—i

+injx=1]+2-In|x+ 2|+ C.

S5x*+7x3+3x2 +13x+ 17

- dx
x>+ 3xt 4+ 7 + 13x2 + 12x +4
El denominador descompuesto es (x + 1)3 - (x2 + 4). Por tanto, la fraccion que integramos se des-
compone en una suma de tipo

Ejercicio F/6-1. Resolver W = f

A _ . B . C +DX+E;

X+ 1 X2 + 4

(x+ 1P  (x+1)2
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cuya suma es

AX2+4)+Bx+1)(x2+4)+Cx+1)2-(x2+4) +(Dx+FE(x+1)3
(x+ 1) - (x2 +4)

Al ser iguales los denominadores, necesariamente deben ser iguales los numeradores, es decir:
SxA+7x+3x2 +13x+17=Ax+4) +Bx+1) 2 +4)+ Clx+ 1)2(x2 + 4) +
+(Dx+ B (x+ 1)3,

o lo que es igual

5x4+7x +3x2+ 13x+17=(C+D)x* + (B+2C+ 3D + Bx3 +
+(A+B+5C+3D+3Ex2+(4B+8C+ D+ 3FEx+ (4A+ 4B + 4C + B,

lo que nos conduce al sistema de ecuaciones siguiente:

C+ D =5
B+2C+3D+ E=7

A+ B+5C+3D+3E=13
4A + 4B + 4C + + E=17.

Con un poco de paciencia se resuelve el sistema llegando a la solucién, que resulta ser:
A=1,8=2C=3, D=2vE=-7,

Consiguientemente, se tendra:

B 1 2 3
W“J‘(x+1)3 dx+f(x+1)2dx+fx+1'

de donde, la integral I buscada vale

L

2 (x+1)2

x- + 4

dx+f2x“7dx,

| | 7
. 2 s
x+1+3 In (x+ 1) + In (x2 + 4) 3 arctg(2)+c

Mx + N dx
(x—a)@k + b2
Descompondremos la integral en dos inmediatas, una de tipo logaritmico, y otra de tipo arcotan-
gente:

Ejercicio F/6-2. Demuéstrese la férmula dada en F/6 (caso lll) para f

Mx + N - 1 M [ 2x—-2a+2a
d :Mf : f : = . b
(x — a)2 + b2 X (x — a) + b? 0% (x— a)2 + b? dx 2 (x — a)?2 + b2 L
ax M 2x=2a 1
Nf o | f _
i (x — a)? + b2 2 J(x—a?2 + b2 G+ A ) (x — a)? + b? *
\ ]
= [(x — a)? + b?] + sl , b.] dx =
4 o =
Vv \ b
_M oo . Ma+ N X~ 2
= In [(x — a)? + b?] + o arcts — + C.

SRR s o o e e s Sl = = = S i e B e R
ki R B i _. e i e B o s S ElEERE s = i i o i Eaa G S e
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X3 —3x2 4+ 4x + 7
iercicio F/6-3. Resolver f _ :
Ejer 2 —dx + 72 dx

El polinomio x2 —4x + 7 es indescomponible en R, pudiéndose escribir de la forma (x—2)2
Utilizaremos ahora el Método de Hermitte:

—3x2 +4x+7 :[
(X2 —4x + 7)2

i (V§)2J.

mx + n
—4x + 7

ax + b }
—4x + 7

de donde obtenemos

—-3x2+4x+7 (X2 -4x+7) -
(X2 —4x + 7)2 (x2

mx+n
—4x + 7

a—(ax+ b) 2x— 4) i
“Ax + 7)

mx> +(—a—-4m+ nx2 + ((2b+ 7m—-4nx + (7a+ 4b + 7n)

(x2 — 4x + 7)2

lo que nos conduce al sistema

m=1, —-a-4m+ n=-3, —2b +7m-4n=4, TJa+4b+ 7n=7

cuya soluciones m=1,n=4/3, a=1/3, b=-7/3.

Asi pues
—3x2 +4x+7 _ {(1/3)}:— (7/3)]+ X + (4/3)
(X2 —4x + 7)? —4x + 7 —4x+ 7'
X3 —3x+4x+7 , _ (1/3)x—(7/3) f X + (4/3) -
f (X2 —4x + 7)2 e —Ax+7 ~4x+7dx‘
_(Bx-(7/3) 1 10 X—2
= a7 +2ln( —4x +7) + 3\/§arctg 7 i,

Ejercicio F/6-4. Resolver la integral | = fx4 . dx.

Para descomponer el denominador x* + 1 es necesario hallar las raices de este polinomio que son
las raices cuartas de —1, es decir, tomando complejos, las raices cuartas de 1,49 que son 14s¢, 1455,
15550y 13150, O bien, escritas en forma bindmica

V2, V2 V2, V2

TJF—Z_’_TJFT 2 2

___ﬁf. V2 o,

2 2

lo que nos dice que

i 1 [(x_ﬁ)ii} KH%)%L] = [

- V2 x+1) (@ + V2 x+1).
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Esta descomposicion del polinomio x* + 1 nos permitira escribir

T Ax + B N Cx+ D
x“+1_[< \/5)2 1] [( \/2)2' 1]
X =g | Ha Xb—g—] # =
para ciertos numeros reales A, B, Cy D que deben de cumplir que:
1 =(Ax+B) (X2 + V2 x+ 1)+ (Cx+ D) (2 - V2x +1),

o lo que es igual, que

1=A+O0X¥+(V2A+B-V2C+Dx2+ (A+V2B+C-V2D)x+ (B+ D),

lo que nos conduce al sistema
A + + ¢ =

V2 A+ B-N2C 4
A+V2B +

B + +
que tiene por solucion

A= s

1
’ T ! C=
2v2 2

Luego, sera:

) 91 =
Asl, pues, resulta ser

cdx = — n(x-V2x+1)+ arctg (V2 x—1) +

1
IN/D

arctg (\/5 X + 1) + C.

1
4V 2
N b

zfﬂ11

1
I In (x2
4\/2 (

1
22

Ejercicio F/7-1. Calcular f sendx - cos2x - dx.

La expresion sen4x - cos2x se puede escribir del modo —— (sen6x + sen2x). Por tanto, sera

2

fsen2x- Yy =— 1. COSHX Ll cos2x + C.

J.sen4x-c052x- dx=l'fsen6x- dx+l-
2 12 4

2
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S — b Ejercicios resuveltos
Ejercicio F/7-2. Resolver la integral /| = } ::;’;’i - dx. p S

- Ejercicio F/8-2. Resolver la integral f ——— gX,
‘ . X 2 sen-<x
Haciendo el cambio tg - = tsera: . o .
Cos''x cos'Yx - cosx _ {1 —sen=x)
b ) =F p = j sen?x Gx g f sen2x B f sen?x GSEhK,
_ |1 4+cosx . _ T+ 2 o 1 : L B : .
= = dx = A s dt = 4 f(H_ TRTFET dt. E y por tanto, haciendo el cambio senx = t, la integral se convierte en
IR J‘(]_r2)5.dr_."1—~5t2+10t4—10r6+5t5—t30_d_
o, 1 F t2 - t2 [=
La fraccion 1 BT se descompone en suma de fracciones de la forma —- : 10 .
— [ (t2-5+102-10# +56-8) - dt=-L _5;4 106, 5 0 -~
A B Ct+ D F t 3 7 9
t+ 12 " t+1 @ 2+1 .
lo que, deshaciendo el cambio, indica que la integral propuesta vale:

donde 1 = A2 + 1) + B(t+ 1) ( + 1) + (Ct+ D) (£ + 2t + 1), lo que nos dice que A= 1/2, B=1/2, , 1 10sen3x , 5sen’x sen%x

C=-1/2y D =0, de donde: E T “senx 5 - senx + 3 + 7 T T g + C.
e f 1 1 J‘ 1 . 1 J’ { } _
= [2 (t+1)2dt+2 t+1dt 2 t2+1dt“—
1 1 1 : Ejercicio F/8-3. Calcular H = f sen33x - cos?3x - dx.
=4-{— : 1+?-ln(t+1)——-ln(’t2+1)+(i‘}= :
e b # | Es H = f sen?3x + cos?3x - sen3x - dx = —?J' (1 — cos?3x) « cos?3x - dcos3x =
= t—+21 +2:-Int+1)-In(tt+1)+ C=
= ;’ U cos43x + dcos3x — f Cos23x dcos3x] =
—2

- = +2-|n(tg%+1)—ln(tgl%+1)+c
1+tg?

1 | cos33x c0533xi|
3[ 5 g

Ejercicio F/8-1. Calcular la integral: (a) tgbx - dx.

Ejercicio F/8-4. Calcular f sen?2x - cos?2x » dx.
sen?x

COSZX

1 — coslx
COS2x

B =  feds i = Sipdy oy o
Es | tgéx d"—f tgrx dX-J‘ tghx - dx = Esl=fsen22x-c0522wdx=f(5en2x-c052x)3-dx——-J.(—L-senf-ix)z- dx =

2

MM mm M Y K
"B EEREEREEEEEEREEEEEEEEEEREEEREERENRN

tg>x f1 — COS2X .
= 4x - cdx — | tedx - dx = = - to2x - dx = 1 1 | 1-cos8 1 1
ftgx o2, X J1g*x - dx 5 e 5= ax =z_fsen24x-dx=4jl Cgsx-dx=4 [;-—zfcosﬂx-dx]:
tgdx 1 tgex  tgix |
= g5 - [—-J'tgzx- dx+ftg2x-coszx : dx] =—g=5———83—+ftgzx- dx = - ’8"' _614' sen8x + C.
tod 3 = 2 5 3,
= g5X~ tg3x + j1 cozgix X = thX — tggx +tgx — x + C.
Ejercicio F/8-4. Resolver la integral J. J =+ ax,
COs®x
7 Sera’l=f 1 dx = R -dx=f(1+tg2'x)2-tg’x-dx
cosbx costx  cos?x '

i 4

lo que haciendo el cambio tgx = t nos permite escribir:

~ I=[(+ 82 dt=[(1 428+t dt=t+Z-B+1 6+C=
F =tgx+%-tg3x+%'tg5x+c.
~
-
~ M
_ EJERCICIOS DE MATEMA:
r 119



S

G

S
*{,

e

. E | Brcici l] S TeSs |.| el “] S

A N N

e : X .
Ejercicio F/8-5. Resolver la integral J‘sen3x1- 5 dx. p Ejercicio F/9-5. Resolver la integral IW o dx.
Hacemos el cambio x + 1 =, con lo que es x =t — 1 y dx = 6 - dt. La integral se nos converti-
Es 1= J‘5en3x‘! =T - dx = f cosecl3x - secx - tgrx . dxi= b ra pues er.
0 fo2k o112 _ rﬁ dr:6ff‘1-r3-dt=6ff—:—1~-rii~dt=6ftgi -—6J.t?_f3-dt:
:—6I(r8+t7+t6+t5+t4+t3}~dt=-6 [r gl o L + H} + C,
lo que haciendo tgx = t nos permite escribir: P 9 8 7 6 5 4
| J’ (& + 1) J‘ t4 + 2p~ F U J’ e J‘ 1 dt+[ 1 i J con lo que nos bastara sustituir t por (x + 1)1/
& p
2 | 11 _ Agx cotg?x -- X
2" %40 r e 2 2 2+ inlig— & F Ejercicio F/9-6. Resolver la integral / = I\/—XE ——— dx.
: Hacemos el cambio V-x2 + x + 1 = tx + 1, que nos dice que es x =—— y que por tanto es
Ejercicio F/9-1. Resolver la integral | ch?x - dx. E ! | 2+ 1
2 I .
" _] 'I ] dX: 2?2 2t22'dt}’\/_“x2+){+‘|: tt2+t1+1.
ESIChzx'dX= —2(Ch2x+1)-dx=—4-sh2x+2—x+C. N (& + 1) +
E La integral se nos convertira por tanto en:
P 1 =2t
Ejercicio F/9-2. Resolver |a integral f chdx - ax. i g+1 5 At il de . J‘ 2t—=1 di=2 ]
- - I . 2 2 ~ 2 2 Bl o
Es-fchﬂx-dx=fch2x-chx-dx:fchzx-d(shx)zfﬂ + sh2x) - d(shx) = ft;f;” (& + 1) (& o+ ]
v +
= shx + 5h33x + C. Para calcular J utilizaremos el Método de Hermite, para ello escribimos:

2t— 1 :(At+8>’+Ct+D
(2 + 1)2 2+ 1 2+1"°

lo que nos lleva a que sea

2t-1=CE + A+ Dt + (-2B+ Ot+ (A + D)

Ejercicio F/9-3. Resolver la integral J‘ hix i dx.

En este caso sustituiremos shx y chx respectivamente por sus valores en funcion de e, es decir,

shix = e"—2€"" y chx = e ; €" Tendremos pues: y que consiguientemente sea
: . : A=-1/2, B=-1,C=0y D=-1/2,
sh?x + ch?x 2 <ex—e—x)2+ (e*’»r» e—e’f)z = e2x + e=2X o _ 4 e o s
2 2 2t— 1 2 2 2 1
- dt = — < _dt= =— - areiot
/= (2 + 1)2 at 2+ 1 +”2+1dr 2+ 1 g 8

Haciendo ahora el cambio e2x=t, o lo que es igual, x = (1/2) - Int, lo que implica en particular que

dx = (1/21) - dt, la integral nos queda: y que, por tanto, es

mmm mmm M W

1 -V +x+ 1

1 1 1 =2 ;
= ' 't = - dt = = X = —t — X —~ x+ 1 -1
I=2 Y dt 5 dt = arctgt + C = arctg e2x + C. j 2! 2 arctgt = _ arcte (\/x + X ) e
Tal _ =+ 1 (\/-—;<2+}'<+1—1)2+1 A
X
Ejercicio F/9-4. Resolver la integral j tgh3x - dx.
| 3 2 Dae 1 b
Es [ tghix - d = [SIX g = [SIX gy g [E2X =T g ey =

ch3x ch3x ch3x

= d chx — f - d chx = In (chx) + L C. b
fchx ch3x ch?x

' B EEEEEEEEEEEE NS
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P e e

f : gx_ X2 ax.

Haciendo el cambio x = 3 - sent, la integral se nos convierte en

N 2
!_3J.C05t dt:3J.1 Sent_dr:3U 1
sent sent

sent
- dt al hacer el cambio y = tg (#/2), se nos convierte en

Ejercicio F/10-1. Resolver la integral

- dt - | sent - dt],

1
sent

y como la integral f

L 2
2y 1 +y2
¢ 1+ )2

dy =Iny=In (tg %},

y, por tanto, sera

X
arcsen —

3
2
_3.qn (32V9-R
=3 -In

3+V9-x2

+ 3 cos (arcsen i) + (C =

3

=3 -In (tg§)+3cost+C:3ln tg

)”2-1- 9_x2 + C.

Ejercicio F/10-2. Resolver la integral fo < (1 = x2)-3/2 . dx.
Hacemos en primer lugar el cambio x2 = t, o lo que es igual, x = £/2, con lo que es dx =

(1/2) -
lo que convierte a la integral dada en:

=172 . dt;

f= f t-(1=032-01/2)- 12 - dt=%f f2 . (1 = =32 - dt:%f 1. (ﬁ)-ﬁg o

t
S . —~ : 1
Llegados a esta situacion, hacemos el cambio y2 = , 0 lo que es igual t=ﬁ , con lo que
es dt = (y2f1)2 , vy la integral I se convierte en
=1 (w2 A _f 1 .

La fraccion que aparece en la Gltima integral se descompone en una suma de la forma
A, B  Cy+D
+—
oy o

debiendo ser

1=(B+0y+(A+D)y>+ By + A,

lo que fuerza a que sea
A=1,B8=0 C=0yD==1,

Consiguientemente, es

_ 1 e e t i=f =
[ = - yz dy+J‘y2+1 dy—7+arctgy+C—‘\/1_t+arctg\/ T+

ATEMATICAS
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Ejercicio F/10-3. Resolver la integral /= jx Y dx.
Hacemos el cambio x3 = t, con lo que la integral se convierte en
| B : 1 e
— . =1/3 . . $2/3 < — 1= =1/3 .
I~fﬁ”3 (1 + 1) 3 23 - dt 3jr (1 + ¢t dt.
Hacemos ahora el cambio 1 + t = Z3. con lo que es
_ J‘ | DR (S o ZJ
1_3 g 372 - dz z{_1dz
bt
3.2 Z : a
La fraccion =7 € descompone de la forma 7 t et lo que tenemos:
T ~ J' Z=l e _1_1f z=
[_3.[ _1dz 302 +z+1 az 3 B (2= 1) 3JVZ2 + 741 gz,

A
Al ser [-Z2=1— dz = i, dz
Z2+z+1 1\, 3
Z+—| +—
J 2 4

aplicando ahora la formula de F/6, caso lll, hallamos su valor, que resulta ser

lin2+z+1)=-V3- arctg (22+ 1) + C, con lo que

2 V3
y 1 ['3 T A A3 2V1 + t+ 1 N
!—?In(z—ﬂ—gln (\/]+t) +V1+t+1] + 3 arctg( x5 )+C—
1 3 > A3 INT + 26 + 1
:—3—1 niRT £ =1 - 6 [(\/_+x3) + 1+x3+1]+ 3 arctg( G )+

EJERCICIOS DE
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Ejercicio F/11-1. Calcular el area de la region delimitada por la parabolas y = x2, y=(1/2) - x y la
recta y = 2x.
La region delimitada por las tres lineas es la de la figura 1, y por tanto su area sera:

Fig. 3

W E w

T Y7

A= Ué x2 - dx — ;—;— X2 dx} + “; 2x dx—f;% X2 dx} = - ': :
:fz%pﬁ dx+ﬁ (2,:{—12—-}(2)*0')«': P :
_ | X3f 31°_ 8 64 |
- [ -8+ -89 - (- )] - o
Fig. 1 Fig. 2 b E
- L

Ejercicio F/12-1. Calcular la longitud del arco de curva dada por fix) = x3/2 desde el origen hasta el
punto (4, 8).

Sera L = F‘\/T + % x - dx, y haciendo el cambio 1 + (9/4)x = £, es dx = (8/9)t - dt, de donde es
0

L)

zﬁjﬁz. zﬁ[ﬁ}ﬂzi /7D
L=2 | Bedi=o || 27(10\/0 1).

Fig. 1 A/ Fig. 2

/ Z =K

i
“

m m

Ejercicio F/11-2. Calcular el drea de la region limitada por las curvas y = x e y = x2 — 2.

La representacion grafica de dicha region queda en parte por debajo del eje de abscisas. Si hace-
mos una traslacion segun el vector (0, 2), las funciones que delimitan dicha region serdn y = x + 2
e y = x?, con lo que la region se transforma en la indicada en la figura 2, quedando toda ella por

encima del eje de abscisas. Al ser invariante por traslaciones el drea de una regién, tendremos que
el drea pedida valdra:

-

Y

. 3]2
A:2x+2—2-d:[£ ,..ij] =25 . AR ;
L [( ) X} e y t2X=5| =T Ejercicio F/12-2. Hallar el volumen del paraboloide eliptico a?x? + b2y?2 — z = 0 desde la altura
Z = 0 hasta la altura z = k. (Ver figura 1).

La seccion del paraboloide dado con cada plano paralelo a z = 0 es una elipse; la ecuacion de la

X2 sz \/;Z— \/;

-+ = 1, y por tanto sus semiejes son s 15 v

Ejercicio F/11-3. Hallar el drea de la figura limitada por la lemniscata de Bernoulli 2 = a2 - cos2¢. elipse relativa a la altura z es

T

Como la curva es simétrica, determinamos primero el drea de una cuarta parte, siendo ésta 1 I o0de ol drea de esta olipse eéziizz))fab szs/fb?)ues la funcién flz) = nz/ab que nos da el drea de la
A= L ﬁ 2. 026 - do - 2 |1 5 vy a2 ~ I i seccion para cada altura z es continua, de donde el volumen del paraboloide desde la altura z = 0
=5l & TC0S2Q - g0 =5 |5 e SendQ) = T |l[. 5 hasta la altura z = k es
de donde el drea de la lemniscata es a2. I K & d n |2 " _=n-K
N SRS T F) Y3
fh W o ab ab L2 Jlo 2ab
A

( T~ 2
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Ejercicio F/12-3. Hallar el volumen engendrado por la superficie limitada por la funcién fix) = x372,
el eje de abscisas y la recta x = 1 al revolucionar alrededor del eje de abscisas. Lo mismo si revo-
luciona alrededor del eje de ordenadas (fig. 2).

(a). Revolucionando alrededor del eje de abscisas. Es:
- 1 . x4 1H T
et Tl HD“ 4

(b) Revolucionando alrededor del eje de ordenadas. Se tiene

: P 2 772 |1
V},:2nfuxydx:2nfuxx-3f’2 dx=2n'f;x-”’2 dx=2m [;QL: i7“_ _

Ejercicio F/13-1. Hallar los mismos volimenes que en F/12-3, pero mediante los Teoremas de
Guldin.

El drea S de la region es S = f; X2 dx = % Su centro de gravedad tiene coordenadas
1
PGS 2/5 7 o2 dx = yo=——p 16

Por tanto, los volimenes V., V| generados al girar en torno al eje de abscisas y de ordenadas, res-
pectivamente, son

_ 2. _ 2 > _ Moy _ 2 _ 2 S =
V),,L,-‘5 ZRyG#S 2T 16—4,V},—52J'c,!v<0—5 2T > ==
Ejercicio F/13-2. Calcular las siguientes integrales impropias:
| O i m——
@ o T & ¥ o SN
(@) Es J”rw 1 dx = lim ] dx = lim [arct XT = lim arctgt = &
0o 1+ x2 t— 400 v0O 1 + X2 [ — +oo 5 0 t— 400 5 2’

(b) En primer lugar observamos que la integral propuesta es efectivamente impropia ya que la funcién

1 R B : ,
fix) = no esta definida en los extremos del intervalo [-1, +1]. Sera:
V1-x2
+1 1-t
T Lt 1 T | -t
f__l " dx _ran‘6+ JA]H — cx —.fll_}rrgj+ [arcsenx]_m =
= lim {arcsen (1 — ) — arcsen (-1 + )} = arcsen1 — arcsen (1) =

= O
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Ejercicio F/13-3. Demostrar que f %’a dx converge si o> 1y diverge si ot < 1.
o

Es J.m]— dx = lim 2

d X K — 400

fK 1—— dx = lim

[InK— Iﬂa] = +oo,
a X K— 40

= |lim

K-}+m

[Inx}

Luego, para o = 1 la integral es divergente, y por el criterio de comparacion lo serd para o < 1. Sea
ahora, pues, o > 1. Sera:

, —0
= |im Kl
d K= 400 | — O

a1~—{1
1 -

aT—(I
1 =

=
_—

oo | K .
f+—~dx=l|m X - dx = lim {

XT—{I }K
a X% K— +eod a K — 4oo

1 -

por ser lim K'-* =0, a consecuencia de ser ot > 1. Luego, la integral es convergente para o, > 1.

K — oo

1
Ejercicio F/14-1. Calcular f ] dx por el Método de los trapecios y por el Método de Simpson,

0 1+ x2

tomando en ambos casos n = 4. Calcular m aprovechando el resultado obtenido en ambos métodos,
comparando de este modo la bondad de los mismos.

(@) Subdividiendo [0, 1] en cuatro partes iguales, tendremos & = 1/4 y la siguiente tabla de valores

X X{}:O X1 = 1/4 X2=1/2 X3:3/4 X4:1

y Yo =1 y1=09412 | v, =0,8000 | y;=0,6400 | y, =0,5000

de donde, por la formula de los trapecios sera:

RO B [1 + 0,5000
0 1+ x2 4 2

+ 0,942 + 0,8000 + 0,7828/ = jT (3,1312).

[ -

Como por otro lado, es fI 1
01 + x2

intervalo, tenemos que es = 3,1312.

(b) Con la misma subdivisién que en el apartado (a) y por tanto, con la misma tabla de valores, ten-
dremos por el Método de Simpson que

S B
f{11+x2 X

-dx = [arctgx};, = %, por este método, y con esta subdivision del

(1,0000 +0,5000) + 4(0,9412 + 0,6400) + 2(0,8000)] = - [3,1416]

lo que pone de manifiesto que por este método y con la misma subdivision del intervalo el valor
hai]ado_para mes de 3,1416, lo que indica ya, de cierto modo, que la precisién lograda con el Méto-
do de Simpson suele ser superior a la que se logra con el Método de los trapecios.
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Ejercicio F/14-2. Calcular ﬂ} senx? - dx, por el Método de Taylor, y valorar el error cometido.
Sabemos que es

— X3 x> = X’ 1\l . i (Sen)(2”+23(8) . w242
S e T L S L en+2)
estando 6 comprendido entre 0 y x.
Por tanto, sera
2 = x — X0 xm_ x4 _1\n+1 . X {Sen){2n+2](e) ‘ n+4
SRR =4 St oy e e Gnear X
con 0 < 6 < x. Luego, si tomamos
. — 1
] 5 :J‘1(2_£ x]U_XM) :{Xj* x7 X1 Xu}:
Josen x* - dx= | (2 -5+ =) dx= | - =t e s
- 1 ]: 258.019 _ 4 3102681
{3 42 T 1320  75.600]  831.600
cometemos un error € que cumple:
Eﬂ Sen{2IT+2}(8) . X4”+4 < 1— - 1 !
(2n + 2)! 10! 3.628.800

lo que en particular nos dice que el error cometido es inferior a una millonésima, lo que indica que

cuando escribimos
[} senx2 - dx = 0,310268

las cinco primeras ciiras decimales son exactas.

Ejercicio F/15-1. Desarrollar en serie de potencias la funcion exponencial ex.
Mediante la Formula de Taylor se puede establecer el desarrollo finito

2 A n+1
S N SRR o B S GO ehx (donde 0 < h< 1)
1L 21 n  (n+1)!
Por otra parte, la serie
72 n
X b% X
1 + T - o1 +...+n! + ...
es absolutamente convergente en todo R, pues su radio de conuergencia es
: 1/n! :
r=lim =lim(n+ 1) = +oe.
1/(n+ 1)
Por lo tanto, sera eX = Z—X—V V x e R, siempre y cuando la sucesion de restos enesimos de la Formula
n!

de Taylor tienda a 0. Pero

1 Xn+1

_ X+ B
= ehx . |im =

n— e en+1) - (n+ 1)™1 V21 (n + 1)

ehx = ehx . |im
n—+eo (N + 1)!

lim
n—+o (N + 1)!

—ehx.0-0=0.

= ehr - lim (X )””” 1
n—s+eo\N + 1 Va2n(n+ 1)
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